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Abstract

This is a supplemental appendix for “Optimal Convergence Rates, Bahadur Rep-
resentation, and Asymptotic Normality of Partitioning Estimators”. We first present
detailed proofs of all the theoretical results from the main text. Lemmas and other
claims are restated before proof, and as such this section may replace the appendix
contained in the main manuscript. Note that equation numbers may change. Next, for
the special case of the piecewise constant partitioning estimator we characterize the
leading terms of an unconditional integrated mean-square error expansion. The result
agrees with Theorem 3, specialized to the same case. Finally, numerous additional

simulation results are presented, vastly expanding the discussion in Section 5.
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A PROOF OF THEOREMS

Let C denote a generic positive constant that may take different values in different places. If specific
constants are needed they will be numbered consecutively. For scalars, vectors, or matrixes, let |- |
be the Euclidean norm. To denote the various products, we use X for Cartesian, &) for Kronecker,
and [] for usual multiplication over arguments: any may be repeated, as in x‘l?:l. Any use of
the “times” symbol x will be clear from the context; examples include matrix dimensions and line
breaks in displayed equations. Matrix inequalities are understood to be in the positive definite
sense. Consecutive uses of the symbol = are to be interpreted pairwise. All results below hold
for the partitioning schemes described in the text. For a generic cell P;, let pj., p;, and p} be the
vectors in R? giving the start, mid-point, and end of the cell, respectively, where the start and
end are defined in distance to the origin. For a multi-index k, we define the additional notation:
Kl=kilka b <kek <k, kg < kg and Yo = S0 Ypgey, for K >0

Prior to proving the main results, it is convenient to take a nonsingular linear transformation
of the polynomial basis. The estimator fi(x) is invariant to such rotations, thus without loss of
generality we may take the basis to be centered at the midpoint of each cell and scaled by the length
of the cell. Observe that centering the polynomial basis around the center of each cell avoids issues
of differentiability at the boundary of each cell and the support X. Recall that R(z) is ordered
ascendingly in k € Z‘i and ¢ = 1,...,d. Define the one-to-one function g(k) : Zi — N that gives
the index position of R(z) corresponding to entry z*. Let ¢* = maxy{g(k): k € Z¢, [k] < K —1}.
Then R(z) is a g* x 1 vector with element g(k) equal to x* for all {k € Z% : [k] < K —1}. As R(x)
excludes terms with degree exceeding K — 1, it follows that ¢* < K¢. To fix ideas, consider the
two simple cases from the text: if K = 1, then (for any d) R(z) = (1) and hence K¢ = g* = 1; if
K =2 and d = 2 say, then R(z) = (1,21, 72) and K¢ =4, g* = 3.

Recall from the text that the interval endpoints p,;_1 and p,;, for j = 1,...,J,, define the
partition of the (-dimension of &', and let p,; = (pr; + pej—1)/2 € R be the midpoint of each
interval. Define the matrix functions D(a) to be the K x K diagonal matrix with entries given
by a= @Y, v =1,...,K and L(b) to be the K x K lower triangular matrix with typical element
(“71) (=b)"7Y, (u,v) € {1,..., K : u > v}. We then take the (rotated) polynomial basis to be given

v—1

by
d

Rj(z) = Lp; (z)R(z) = 1p, (z)SK ® {D (pej — Do) LBoj)r(ze)} -
=1

Each element of the product L(p, ;)r(z,) is (the binomial expansion of) (mg—ﬁm)kf , 0< k< K-1,
and premultiplication by D (pm — @J) rescales appropriately. To be explicit, for the ¢-dimension,
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with Py = 1/(pe,j — Dy;) the product D (pg; — @J) L(py ;)r(ze) is given by:

1 1 )
20,5 _T)Z,] 1 s
2 __ _
Py Pi; 2pp; 1 2
pe ) \(=Pej) Lo —(K—=1)p; 1) \ak!
0 0 _
1 £l (0) i et
- ko .1—k
Py 2 k=0 (kg)(—Pé,j) b,
2 2 2 ko .2—k
= BZ,] Zk@:O (ke)( pé,j) ‘w ¢

_ K-1 (K — —1—
)\ 0 (i) (“Pey)Fra 1 h

1 1
Dy, (zr — Dy j) -
2 — L — Py
= Py (zr — pé,J) =r <p€ T?] >
7j - e,]
ij_l (xr - ﬁé,j)K_l

The matrix Sx is a ¢* x K¢ selection matrix which removes terms of degree exceeding K — 1,

with the properties that

SKS% = Ig* and S}(SK =

Ig* Zg*,K‘i*g*
)
ZKd_g*,g* ZKd_g*,Kd_g*
where Z,, , is a 21 X 29 matrix of zeros.

To see that this is equivalent to a transformation of the full basis, define Ty ; = D (pg’ i — Do, j) L(py ;)

and observe that

[Sk (T1; ® - ®Ty;) Sic] Ri(z) = 1p,(2)Sk (T1; ® -+ @ Ty ;) SicSk (r(z1) @ -+ @ 7(24))
= Ip;(2)Sk (Thjr(21) @ - - - @ Ty r(24)) ,

as required, relying upon R(x) being ordered ascendingly in k € Zi.
Finally let R; = (R;(X1), ..., R;(X,)) and (globally) redefine Q; = E |R;(X)R;(X)'| /q; and

Q; = R}RJ /(ng;), maintaining the same notation for the latter two for simplicity.
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A.1 PRELIMINARY LEMMAS

Several intermediate lemmas are required before proving the main results. These lemmas establish

properties of partitioning estimators which may be of independent interest for other applications.

Lemma A.1. Under Assumption 1(b), for s < K — 1 the polynomial basis satisfies:

max —max
1< <Jg m:[m]<s

0" Ry()|| =0 ).
o

Proof. The proof below can be read for either d = 1 or d > 1. The difference notational: in
the d = 1 case the indexes k and m are treated as simple integers, rather than multi-indexes
(and [k] is read as simply k), whereas for the d > 1 case the multi-index notation is maintained.

Recall the definitions of the vectors p; and p} above. By construction of the partition, for z € P,

(I*T?j)k
(p;—p;)*

for some k € Z%1. Hence for fixed z € X and a multi-index m such that [m] < K — 1, the norm

|x —;T)j} < |p}k —p;l < J 1. Following rotation, each element of the basis is of the form

(squared) of & R;(x) is the sum of squares over all such elements with [k] < K — 1, restricted to
the cell P;:

ot = 1) 3 {om DL 2
R S I

_\k—m 2
= 1p,(z) Z {m < k} { G k‘!m)' (z —p;) }

1 ’ B @-p)m
= <(p;< —pj)m> ]ij (1') Z l{m < k} { (k — m)| (p; _pj)k_m}

[K<K-1

2
<o (W) _o(2),

uniformly in 1 < j < J¢ x € Pj, and {m : [m] < K — 1}, and in particular for those satisfying
[m] < s < K —1, for any such s. O

Lemma A.2. Define p;j(z) = lp,(z)u(z), and following the definition in Eqn. (2), 0™ ui(x) =
Lp, (z)0" u(x). Under Assumptions 1(b) and 1(e), there is a non-random vector B;-), depending only
on K and j, such that for s < SN (K —1):

max max
1<j<J¢ mi[m]<s

0" s() = "Ry (V8| = 0 (7SN,

Proof. The proof consists of two steps. The first is to show that 0™ p;(x) admits a Taylor series ap-
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proximation with remainder of the appropriate order. Second, we show that ﬁ? may be constructed
so that Bij(x)’ ﬁ? is that Taylor series. Critical to this is that differentiation only operates on
the basis, not the non-random vector B;) We first present complete details for d = 1, to keep the
notation simple. The extension to higher dimensions follows along the same lines and a more terse
proof is given.

Take d = 1. For the first step of the proof we derive the order of the remainder using the
integral representation. By Assumption 1(e), 0™p;(x) admits a Taylor series approximation of
order S A (K —1) —m (at least). To save notation, let S = S A (K —1). For z € P;, the remainder

is given by:

S—m gktm,, (5
0" pj(x) — ;J (pj) (x — pj)k
k=0
N §—m—1 O s (B;) _ i (p;) e
= (0™ () — ;} (- j)k_(é—m)!( gy
xr _ 8~ .
~ |G- 7T1L —)! /p (0% ()] (= 2)E ™Dz — (gli](yvij))!( -p)&m
T |G- 7T1L —1)! /1[8% (@ =) " Vdz - ni — ki P)] (o — 2D
L) j
- m /m(fﬂ —2)Tm NP p(z) - 3§uj(z’9j)} dz|.

For notational purposes, define @ = al{ K > S+ 1} + (1)l{ K < S + 1}. Under Assumption 1(e),
there is a constant C7 depending only on p(-) and S such that laéuj(z) — Oy (}7]-)| <Cilz - Toj‘a

)

for all j. The notation of & is introduced because if K < S+1, then 8§uj(z) is Lipschitz continuous

(i.e. Holder continuous with o = 1). Hence the above display is:

Cy

T ~ ~
<G,

which by the construction of the partition and the range of integration is:

Cy

_ |S—m+a
SGomony* Pl
_ C ph —pi) e
SGom-0 T '

This bound is uniform in z € P; and 1 < j < J,. The difference (p”jn — p1«) represents the length
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of the support X, which under Assumption 1(b) is a bounded constant. Hence, as m appears only

in the denominator and the exponent:

S—m ak+m,, (= * S—m+a
0" 1;(p;) Ch Py, — P«
max max |07 u(x) — - IV —p)*| < max max — In
1<j<Jd 1<m<s i) kZ_O k! ( pj) T 1<j<Jd1<m<s (S —m — 1)! JIn

-0 (Jn—((S—i-a)/\K—s)) .

To complete the proof for d = 1, we now construct 5;-) such that 6ij(x)’ 6;-) is the Taylor series
approximation for 8" u(x). Differentiation operates only on the vector R;(x). The first m — 1

entries of 9™ R;(x) are zero. Thus, element k of & R;(x) is given by

kK (x —ﬁj)k_m

(k=m) (pj —p;)*

{m < k}

Define the coefficient vector BJQ with entry k equal to

1 .
1087105 — Py)"
Then we have
SA(K-1) = \k—m
. E (z—D)) 1
mo . 130 _ < J —1ak,, (5. * _ = \k
R = 3 s R e 0 (Bl By
SA(K-1) )
= Z m(@"—@)k*m[akﬂj@j)],
k>m ’

and re-indexing the sum by changing variables using k =k — m this is equal to

_ Z 5j(pj) (m—ﬁ])]}

k=0

This expression now exactly matches the Taylor approximation of 0" p;(x) given above. This com-

pletes the proof for d = 1.

Now consider any d > 1. Just as above, Assumption 1(e) implies that 0" p;(x) satisfies the

Taylor expansion for x € P; given by:

1 o —\m
u) = Y () (=) + 0 (Ja—py [T
(KI<SA(K—1)~[m] =
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with constants which can be made uniform in the multi-index m, s, and j. The terms of the
summation are assumed to be ordered ascendingly in g(k) as defined above. It remains to construct
ﬁ? appropriately so that 8’”}?]-(:6)%? is the Taylor approximation given as the first term on the
right hand side of (A.1). Recall the multi-index notational conventions defined earlier. For fixed
m € Z%,[m] < s, any entry of O™ R;(x) with k < m is zero. Thus, entry g(k) of 9™R;(x) is given
by:

Koo (x—p)tm
(k=m)! (pj —p;)F

Next, for k € Z4 define the function ﬁ?(k;) as:

{m < k}

B3 (k) = % (3kuj(17j)> (0 —7)"

As g(k) is one-to-one and returns the index position of the entry corresponding to multi-index k,

we can define the coefficient vector 5;-) as the g* x 1 vector with entry e equal to ﬁ? (g7 %(e)), for all

entries e = 1,..., g%, where we note that g~1(e) € Zi is a multi-index valued function. Therefore:

0" R (x) 80 = Z im < k} k! (x_pj)k_m1<ak P )) ( *_f)’“
T TS e m)l (g =gy kT T
[K]<SA(K-1) g
1 —_\k—m _
= Y Ym<kl—— (2 -5)" " 0" ().
(k—m)!
(k]<SA(K—1)

By definition, the multi-index satisfies [k + k] = [k] + [k], and so re-indexing the above sum by
changing variables k = k — m, we obtain

O™ Rj(z)' 8] = (3“"”‘#]‘(@)) (x—7))"

[k4+m]<SA(K—1)

=Y =

This matches the Taylor series, hence subtracting from Eqn. (A.1) gives:

max max
1< <Jd mi[m]<s

1<j<Jd miml<s e b,

0" uj(x) — 8’”]?]-(96)'59“00 =0 ( max max sup |z —pj‘(s+a)AK_[m]>

-0 ( J;<<S+a>AK—[sD) ,

completing the proof. O

Lemma A.3. Recall that ¢; = P[X € Pj] and Q; = E [Rj(X)Rj(X)’} /qj. Under Assumption I,

1 < I+, the identity matriz, uniformly in j.

Proof. By Assumption 1(d) and the construction of the partition, ¢; = ij f(x)dx < C’fpj dr =
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Cvol (P;) < J;¢. Applying this result and Assumption 1(d) again, we have:

1 2 R T d = J¢ R(z)R:(z) dx
0= [ Ry dAJ/R ' Fa)d J/XR]()RJ()d.

Now, by Assumption 1(b), properties of the Kronecker product, and the construction of the trans-

formed basis,

d — — /
0 = Jis ® r T Pey r T Pey dzS,
j —~ InPK = = K
P, Pej — P, j Pej — Py, j

) _ _ /
deSK® /p“ r(-%'f_pf,j)r(xf_p&j) dg b Sh
~“Yn — — .

— Dej—1 Dej — Peg Dej — Pey

A change of variables using z = (z¢—py;)/(pe.; —P.;), followed by the fact that |pg; — pj—1] < J,;*
shows that:

=3t (Tl - pe]\)sK{@)/ i) s
el

For the change of variables t = (z +1)/2 we have f_ll Pz =2 f01(2t —1)kdt. Applying this change
of variables to the entire basis is equivalent to the inversion of the centering and scaling performed
by the matrixes L(-) and D(-) defined earlier. Therefore:

1 1
/ T(Z)T(Z)'dZZ/O [D)L(=D)]"r(t)r(t) [L(~=1)D(2)] " dt = [D2)L(-1)] " H [L(-1)D(2)] ",

-1

where H denotes the Hilbert matrix of order K, which is positive definite. Collecting these results,

where consecutive uses of the symbol =< are interpreted pairwise, we have:
d
Q; = Sk {@ [DQ2)L(-1)] ' H [L(—l)D(2)]_1} She =< Iy O
(=1

Lemma A.4. Let a, = n~'J%log(J?), and recall Qj = R;R]/(nq]) Under Assumption 1 and the
rate restriction of Theorem 1: max, ;< a 1 — Q)2 = O, (an). If, in addition, J¢ < (n/log(n))",

€ (0,1), the same is true almost surely.

Proof. For k. k € Z4 with [k], [k] < K — 1, let the (g(k),g(k)) element of (QJ — ;) be denoted
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>ty Wij(k, k)/(ng;), where

Wik, F) = |0 Ry (x| = [E[Ry(XDR() ]|

g(k),g(k) g(k),g(k)

By Lemma A.1 (taking s = 0) and the triangle inequality,

Wi (k,B)| < 2IR;()]2 < € and
E [Wij(k:,/;:)ﬂ < C||IR;(-)|&E [1p,(X)] < Cq;, for any k, k. Thus by Boole’s inequality, K being

fixed, Bernstein’s inequality, and finally applying ¢; < J,, @ and canceling where possible:

]P’[ max

1<5<J4

Qj — Qj‘ > (an)1/2 E] < J¢ max P HQ] — Qj‘ > (an)l/2 €:|

1<j<J4

<CJY max max P
1< <Jg [k],[k]<K—1

> Wik, k)
=1

> g\ /g 1og(J:z>e]

2nJ%og(J%)e2
§CJff max max exp{—C’ 457 n 8(Jx)

1< <J4 [k],[k] <K —1 ng; + q;/nJdlog(Jd)e

2
< d &%
< Cexp {log(Jn) [1 Cl n ane] } ,

which is arbitrarily small for € large enough by the rate restriction of Theorem 1.

When J? =< (n/log(n))”, we use the above bound to write:

o
Z P [ max
n=1

1<5<Jg

< 00,

)V—C’Y‘SQ/(H‘ ane)

Yo | N n
Q, QJ‘>(an) 5]—7;10(1%(71)

where summability is ensured by choosing ¢ large enough and a, — 0 by the rate restriction in

Theorem 1. The conclusion follows by the Borel-Cantelli Lemma. 0

Lemma A.5. Let the conditions of Theorem 2 hold, and for & therein let r2 = niljg@_&) log(J9)s.
Then for G = (u(X1), ..., (X)), we have Max; < j< jd \R;(Y—G)/(nqj)\ = Oy (ry). If, in addition,
Jd = (n/log(n))?, v € (0,1), the same is true almost surely.

Proof. With the convention 0/0 = 0, define ¢,, = g/ log(J%) =4/, Following the same notation
as in Lemma A .4, let

Hig(K) = 16, (X)) |Bs(X0)] | (VY; < 1} ~EViMY; < £2}1X0])

g

Tig(k) = 1, (X)) [Bi(X0)] | (Vil{¥i > ) ~ B [Vil{¥i > £,}1X0])

For the truncated term, since |H;;(k)| < t, by construction and E [Hy;(k)?] < Cgq;, applying
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Bernstein’s inequality and ¢; < J,; 4 we find that for fixed k € Zi:

J max P

Y > Nq;Tn€

> Hij(k)
=1

, 2
<CJ max exp{ C(nqune)}

1<5<Jd ng; + tpngq;rpe

20741 dyy—1.2
<conflntth - )

By £ € [0, 1] and the rate restriction of the Theorem, the above probability can be made arbitrarily

small for e large enough, as:

e — = > 1 d
Tllog(Jd) ™ " log(Jdyi-€ = DTy

= 0(1).

1/2
n_ oo t, Jhog(Jd) (ﬂf““/m log(Jd)2~ <<1+2/n>> /
n

For the tails, by Markov’s inequality, E [T};(k)] = 0, Lemma A.1, Assumption 1(c), and ¢; =<
Jd

n

n

> Tiy(k)

=1

1
< CJ max —— K

J max P 5
1<j<Jd (ngjrne)

1<5<Jd > 4jTne

T s LE |1 (X)) {~-(X~)} Yil{Y; > tn}
q2- P; 7 J 7 g(k) 7 % n

nrie? 1<j<Jd ¢
I 1 2
—E1 Vi|2t| X;
2 (%, 2 (e (KB [ X))
Je
nritne?’

1

This is arbitrarily small for large enough ¢, since:

Lty n log(J)*
nritn o n gl e gd)e I

=1.

The two bounds do not depend on k, and hence by Boole’s inequality and K constant,

n
~ d
P ng}}g RA(Y — G)/(nqj)‘ > rns} <CJ 12?(]@1 [k]rgix 119’ Z:Hz](k‘) > n(Jan€]
+OJ s, oo P ZTH > "W] ’

which is arbitrarily small for ¢ large enough.

The conclusion will hold almost surely by the Borel-Cantelli Lemma if we find sequences r,, — 0
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and t,, — oo such that

n 2 tn Jilog(Jy) — S
0, - 9 d? < :
Jlog(J4) n 7 T n 7700, an ngl nrty) >

For r, in the statement of the Lemma, the first requirement is satisfied as above. For J¢ =
(n/log(n))Y and t, = n”, 7 > 0, the second and third conditions above require (1 + &v)/n < 7 <

(1 — &v)/2. This interval is nonempty since by assumption n > 2 (%) O

A.2 CONVERGENCE RATES

~ A~

Proof of Theorem 1. Define L, j = {Amin(£2;) > C'} for some positive constant C, where Apin(£25) is

. . A Jé 7 A
the smallest eigenvalue. In the proofs that follow we will redefine the notation fi(z) = > 27" L j Rj(z)'5;
(cf. Eqn. (1)). As min; ;< jo Inj = 1 w.p.a. 1 by Lemma A .4, this distinction vanishes asymptoti-
cally. For ,8? as in Lemma A.2 and G = (u(X1), ..., u(Xn))":

i 2 i 2
ma 0™ = 0" 3 i = max IS [0 Ry ()95 RY (nag) = 97 )]
m:m|<s = ) m:m|<s = )
,‘f 2
< max 33 1@ ROV R )/ nag)|, ()
H SSs j:1

d

- ~ A1 = - 2
+ max 3 L (O™ R () QT R (G — Ry 3Y) /(nqj)H2 (To2)
=1
d
- 2
- mp (V)30 _ gm,, (.
+ max 33 [ [R5 — 0" (]| (Tos)

The proof proceeds by bounding T},1—T},3. To begin, observe that by properties of the trace operator,
Assumption 1(c), Rj (R; Rj)*ll:?;- idempotent, K fixed, and ¢; < J,; %,

?|

1O 2R (Y - G)/(nqj)f’ {Xi}] _ i”qj r {]E [(Y _ QYR (R;Rj)_l RV — G)' {XZ-}} }

= M g {Rj ( *;Rj)*l RE[(Y -G (Y - G)[{X:}] }
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Cg* < C’Jg

. A2
ong;g N ( )
This bound is uniform in 1 < j < J,‘f, and hence:
—1/2 y A—1/2 75 27 gd
R(Y G) Q. °RL(Y - G) n
< E |1, |2 J =0 (Jd ) .
Z% ng " max E L e ;q] i/n

. - 2
So by Markov’s inequality Z‘j]gl ¢l )Qfl/ZR’, (Y — G)/(nqj)‘ = O, (J¢/n). Using this result,
that ¢; = [, f P, x)dx, Lemmas A.1 and A.4, and because the differentiation only affects the basis

at the point of evaluatlon, we have the following bound:

Jd

n

1’)214

7j=1

R.(Y - G)
T < ( max max 1/2(7
1<5<Jd m:[m]<s

/f

U%MD(W@z(ﬁ%@¢M)

. 2
"R, (- H ax I
i) OO) <1gjl<}§d n,j
By Boole’s and Bernstein’s inequality and the condition of Theorem 1, the random variables
Lp,(X;) satisfy the following, as Ip,(X;) <1 and E [1p,(X)?] = g;:

2
<CJd max exp C’%
1<5<Jd 1+¢

n
P max (lpj (XZ) - Qj) > ng;e
1<G<Ig =

n 52

< Cexp {mg(Jg) [1 — ng gD 1 1 J } —0. (A4

Therefore, by Rj(}?i}}?j)*lfi; idempotent and Lemma A.2:

]ln’]Q 1/2R/ <G RJB()) /(nqj)‘2

maXd
1<5<Jd
= max L | (G~ R;8) Ri(BRy) R, (G~ Ry (nay)
15555 n,j P ALY j P j
/
< _ p.R0 _ p.R0 )
< o (6~ 78) (6- R 0

— max 72113 ( X;) — Rj(Xi)/B?)z

1<j<Jd ng; —

1, () () = BV | max S p (x0) = 0, (,2F0N) (4 5)

oo 1<5< I N “—

< max
1<5<Jg

The first inequality follows by the fact that for a vector v and idempotent matrix P, v/Pv =
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v'v = (I — P)v = v'v — |(I — P)v| < v'v, since norms are nonnegative. And so for T2, by the
above result, Lemmas A.1 and A.4, and ZJ 1 fP z)dr = [, f(z)dr =1, we have

Tho < | max max
1<5< g mi[m]<s

- 2
a0l <13§?§d » )ﬂf\)

1/2 / 0
X (122?5(1 1L JQ R; (G R]B> (ng;) >Z/ f(z

<0 (Jgs) 0,(1)0, <J7:2((S+a)/\K)> =0, (Jn_ ((S-i-a)/\K—s)) ' (A.6)

Finally, Lemma A.2 immediately gives:

T,3 < max max
1<j<Jg mi[m]<s

l’n,j ((8ij())//BO am'u] Z/ f ( 2((SHa)ANK— s)) ’
(A7)
again using that Zj 1 fP x)dr = 1.
Combining the bounds (A 3), (A.6), and (A.7), the result follows from min; ;< ja I, ; = 1 w.p.a.
1 by Lemma A .4. 0

Proof of Theorem 2. For B;) as in Lemma A.2:

2

m m S , 15/ m 2

0" =0 ij = max mas [ (07 R;() (B Ry) 7 RGY — 0 1)
- R - 2

< s, max 3 i (0RO - 6)/nap) |

+ max
1<j<Jd mi[m]<s

b (07 By ()8 Ry(G = By na)) |

+ max
1<j<Td milm] <s

b (07 R ()80 — 0™ ()
Using Lemmas A.1, A.4, and A.5, the first term is bounded by:

_ 2
C( max —max 3ij(-))Hoo> (12?5!1

1<5<JId mi[m]<s

1) [0 - 6t

d(2—¢) d\¢
n 1
=0 (J2) 0,(1)0, (‘] 08(Jn) ) :

n

Using Lemmas A.1 and A.4 and Eqn. (A.5), the second term is bounded by:
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max max
1<j <Jd mi[m]<s

aij(JHl) (1%2}53 Ly, ; ‘leD <1g}z}§g ln,jQ]fl/?R; (G — f%ﬂ?) /(nqj)‘z)
= 0.(2) 0,010, (I G+

Finally, the rate for the third term is given in Lemma A.2, since 1, ; < 1. Adding these three rates

completes the proof, as min; ;< ja I, ; =1 w.p.a. 1 by Lemma A4 O
We now demonstrate a version of Theorem 2 that holds with probability one.

Theorem A.1. Suppose the conditions of Theorem 1 hold. If, in addition, for some & € [0, 1An)] the
partition satisfies J¢ =< (n/log(n))Y, v € (0,1) and n > 2(1+£&7)/(1—£7), then for s < SA(K —1):

max |0 — 8mMHio —0,, ( n log(Jy,) + Jn2((5+a)/\Ks)> '

m:[m]< n

Proof of Theorem A.1. First observe that the rate restriction on J,, given implies that of Theorem
2. This holds because by the assumption on 7,

1
n>2_PK>2 2L

L—v8 " 1=

and hence v£(1 4 2/n) < 1. The exponential bound of (A.4) and n=!J%log(J%) — 0 gives

1 n
— Ip, (X;) = Ogs(1).
13?52 ng; ; P]( z) aS( )
Hence Eqn. (A.5) and the steps of Eqn. (A.6) hold almost surely. Coupled with the second conclu-
sion in Lemma A.5, the proof of Theorem 2 can be strengthened to hold with probability one, as

min << ya lp j =1 w.p.a. 1 using the almost sure Lemma A 4. O

A.3 ASYMPTOTIC MEAN-SQUARE ERROR

We first give three lemmas necessary for results.

Lemma A.6. Let the conditions of Theorem 1 hold and g(-) be continuous on X. Then for
hj(x) = 1p,(z)h(x), with remainder uniform in 1 < j < Jg:

J,

J

M)z = 9(p;) [ )z max [y (O)ll(o(T ).
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Further, if g(-) is Lipschitz continuous, then

J,

J

J,

J

h(2)g(2)dz = g(5;) /

h(z)dz + max [|h;()]|(O(J; 1)
P; 1< <4

Proof. First, write

h(2)g(2)dz = g(5,) / h(z)d + /P h()lg(z) — 9(p,)]dx.

P; ’j

By continuity, the remainder is bounded by:

h —a(®)|dz < B.) — hi e | d
15?55/%' (2)] |9(z) — 9(p;)| 25 max, sup |l9(D;) g(:v)}lg;ggll noll /Pj 2

o(1) o, [ ma ol (7) = max s ()lco (7

The second conclusion follows from the same steps, but the rate is obtained from the Lipschitz

continuity because max; < j¢ SUp,ep, 19(p;) — g(z)| < Clps —7;1 = O(J; ). O

Lemma A.7. Let the conditions of Theorem 1 hold. If g(-) is continuous on X, then:

i
;g(l’j) vol (Py) = /X g(z)dz + o(1).

Further, if g(-) is Lipschitz continuous, then the remainder is O(J,;1).

Proof. This is a standard Riemann sum argument: the result follows as g(-) is continuous and X

is compact.

Jé s
]Z:;g(pj)Vol (Pj) — /XQ(Z)dz = Z <Q(Pj)vol (P) — /Pj g(z)dz)

j=1
Jd

- g <g<pj> /P = /P j g(z)dz)
Ja

- ; /P (616) ~9(:)d=

d
Then, as Zj;l / P, dz = | ¢ dz = vol(X), and X is compact, we have by continuity that the
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magnitude of this remainder is bounded by

Jd J4
q(p.; )| dz < max sup |g(p;) — g(z /dz
> ], o) —ot0 s < sy i)~k - [
=o(1) vol (X) = o(1).

The second conclusion follows from the same steps, but the rate is obtained from the Lipschitz

continuity because max, ;< ja SUp,cp, ‘g(ﬁj) —g(2)| < Clp; —p;l = O(Jh. O

n

Lemma A.8. Under the conditions of Theorem 3, for I'; defined Eqn. (4) and any k € Z‘i :

2
Jelog(J9)
P 20% N | — In PS\n) | .
@y AR 70 13| =0y (BEEL).
= \k _ X =k d d
(b) max Z 71)])1@ - lE Rj(X)( f)])k =0 (Jn st ))
1<5<Jd HQJ 1 pj _p]) a;j (p] _p]) n

Proof. Both results follow identically to Lemma A.4, the conditions of which are met as o?(z) is
bounded by Assumption 2(a) and |(X; — p;)*/ (p; — p;)¥| < 1 by construction. The proof goes
through essentially as written, with the appropriate notational changes to W;;(k, l%) ]

Proof of Theorem 3. We first give some notation and facts used repeatedly throughout. With a
slight abuse notation, let |X|F = ngl |Ap|Fe; this is distinct from vol (X) unless k, = 1 for all
¢=1,...,d. Let U = x}_,[~1,1] be the Cartesian product of d copies of the interval [—1,1].
Under the conditions placed on the partition and Assumption 1(b), vol (P;) = vol (X) /Jd. We
frequently use the change of variables 2y = (¢ — Py ;)/(Pej — Pej), £ = 1,...,d, the Jacobian of
which is ngl (Pej — Do) = 27%vol (P;). Recall from Lemma A.2 that entry g(k) of 9™R;(x) is
given by:

B (@—py)t
(k—m)! (p; —pj)*

{m < k}

whereas the same entry of OR;(z) = (k!/(k —m)!)z*~™. Finally, because the partition is evenly
spaced, for any k € Zi:

I
E&.

d
p7._p’. Z _
Z:l

/=1

Using Lemma A.6 and the change of variables above, we get the following results which are
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used below: first,

[ @B~ )" s = wiy) [ (@ Ry@)) (e - )" e+ o)
X P,

= 27"0(@;)(5 — ;)" vol (F)) /u@mR(z))deZ +o(J; 5,

which also holds for w(z) = f(x) or m = 0; second,

'—2—_d D j 2)R(2) dz + o(J, D);
0 = = f(5;) vol (1) [ BR(Ydz + o1, )

and finally,

/X (0™ Rs()) (07 Ry () e} = Qig”_j)p:;ipj) /M (O™ R(2)) (0™ R(2)) dz + o J;2m),

where we have applied Lemma A.1 to bound 8ij(x).

Recall that X,, = (X1,...,X,)" and expand as follows:

/X (07 (o) — 0" n(a))* X, w(o)de = [ {V[0"alz) | X, + (B (0" () Xo] — 0" (z)* | wo)d

X

First consider the variance term. By Lemma A.6, I'; = o? (;T)j)Qj +0(J; ). Applying this result
and Lemmas A.1, A.4, and A.8(a), we have:

i b
A\ [Z <3ij(33)> ln,jglejY/(RQJ)|Xn

Jd n
_ "L m~‘ ! 'A—l L N, A~A A/2 ) A—1 m~' ’
— 2 g, (8 Rj (x)) ln,]Qj (nqj ;R](Xz)R](XZ) o (XZ)> Qj (a R](l-) )
T am - 5 JAH2m] gdyo0(7d)
- ; nqu ( 3(33)) i L < j(x)> +0, - :
i d+2[m)]
= L 2(p mp. "o-1 01 mp . JIn
B nag; ;) (3 Rj($)> 07 10,;0; (8 Rj(x)) +o0, (
L d+2[m]
_ L 2(= m ! -1 mp n
L ) ) o (22
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3 Lt (o) o5 (i) o (527

d+2[m]

=S Lo () (m) ) o (5.

Integrating the above expression, applying Lemma A.6, the above facts and change of variables,

and Lemma A.7 (under Assumption 2(a)), we have:

Jd ~ ~ , 7Czl+2[m]
;éaQ(pj)tr{Qfl/)( <<9ij($)> (6ij(:c)> w(a:)dx} + op (J - )
1 i w(i‘) _ 1 / ! m m /
_ n; f(;’;) 02(pj)(p§_ﬁj)2m tr{< /u R(2)R(2) dz> /u (O™ R(2)) (9™ R(2)) dz}

<Jg+2[m]>
+ op -

_l ‘]g (2Jn)2[m] o w(ﬁj)UQ 7.) VO ) tr z Y dz o MmR( m R dz
" nvol(X) |Xx|2m ;f(pj) (p;) vol () t {(/MR( )R( )d) /u(a R(2)) (0™R(2)) d

)
+o, |
_ Jgf[m] |X|2312z]1 < / . x> tr{( /u R(z)R(z)'dz)l /u (8mR(z))(8mR(z))’dz}

d+2[m
x[1+o(1)]+0p<Jn; )

Next, recall that K = S + 1 and that Rj(z) is of degree K — 1. From Lemma A.2, under
Assumption 2(b), we have that 0™ p;(x) satisfies the Taylor expansion for x € P;:

o ()= B (1) 30 — b)) EP TRy = (K ~[m))
0"y (@) =0 Ry(e)'8) = 7 (0s(py)) < s rol ) = T () +o( D),
k:[k]=K ’

where ,B? does not depend on m and the remainder is uniform over 1 < j < J;f. The final equality

defines Tk jm(x) as the leading term. Therefore, by Lemmas A.4 and A.8,

Jd

I3
> 0" Ry(@) 1 (R Ry) ! Z Ri(X)p(Xi) = Y 0™ py(w)
j=1

7=1
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=> <3mR (RiR) ™Y Ry(Xa) Ry(Xi)' B — 0™ pj (e ))
i=1
Jd n
+ Z " R; (fc),an(R;RJ)_l R] (Xi) (TKJ o(X3) + O(Jn_K))
=1 =1
Jd J i n_ i
= Z <aij (x),]lnj(R, RJ)_l ( i(Xi) R, (Xz)/) jo — 0"y (@)
j=1 i=1
Jd ) no
+ Z aij (x)llnj(R, R])_l RJ (XZ) (TKJ O(Xz) + O(Jn_K))
7=1 =1
_ Z“m (amR )80 — 0™y ( )+ZamR R])’lzn:R](X VT jo(X:) + 0 (J,;<K*[m}>)
=1

= - Z Ly j1p, () Tk jm (%) + Z O™ Ry () j (RGR;) ™Y Ry(Xi) T jo(Xi)
7j=1 i=1

~(K~[m])) Zﬂmﬂp +O<J (K- [m]))

oF
:_annp )Tk jum (2 +ZamR 1,00 S “];pf o ZR p,)"

ki[k]=K
+0( g (K= [mn)

Jd ) - )
- _le )Tk, j.m( )‘i‘quj@ij(:r)’le Z ’u]i'(pJ)E [Rj(X)(X—T?j)k}
j=1

k:[k|=K

n

d d
Lo, <J;<K—[m1>m> +o (g U1

I
= S S (i) (< e B 0 Ry [0 (x5
k:[k]=K j=1 '

Then since min; < j< ja lp; =1 w.p.a. 1 by Lemma A .4, the integrated, squared bias becomes:

/ (B [4(2)|Xo] — () w(z)de
X
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Jd
_n k(P ic»*, 1 T — kk2m{lﬁl’
_JZ_; kZI; (8 :u’j(pj)) (8 Mj(pj)){(k—m)!(];‘—m)!/jgj( pj) + (z)d
[K=lk=K
k!lzz;!;; | 0" Ri(@Y ;'R |5 (0)(X =) | B [(X = )P Ry (X)| 070" By (@) w(a)da
1 1 — \k—mam {5 ! — ~ .
T /Pj(x — )T R (@) w(a)da ) 'E | By (X)(X - 5)"]
_ ]Mqu /Pj(x _pj)k—mam}?j(x)/w(m)de]?lE [Rj(X)(X _ T)j)]}] } + 0, (Jn—2(K—[mD>
Jg ~
- Z Z (aklu’j@j)) (akﬂj@j)) {B1+ By — B3 — By} +o0, (J;Q(K*[m])> :
=l Kk
[k]=[k]=K

where the final equality defines the terms B1—B4. We examine each in order, applying Lemma A.6

and the change of variables above. For the first term,

w(p;) o ) L
= m);/P(w—Pﬂk*’“ My 4 o(J; )0 (2D

w(p;) (5 — p;) - 2m/ (& — p;)kth-2m
(k m) (k m)‘ P; (pj _pj)k+l;:—2m

(05 —Dy) WP VLB [ hiiomy, o g-dyo (J-20K—Dm)
T T o0 (2.

J

n

dz + o(J; 0 (125D

k+k— 2m

For the second, applying the results given above,

~ = [ o {@R@)GE [RO 5)] B [(X =) R, ()] 9707 Ryfa)) } wia)do
ST {Q B (2,00 -7 B[ ) R0 [ 0y <x>><aij<x>>'w<x>da:}

- (P — P])k+k2d2]:k!(p] )vol (P, {</ Rz > 1/L{R(Z)dez
/ etz (/ (> > /u(amR( ))(3’”R(z))’dz} +o(J;HO (J;%K—[m])).

Similarly,

po— BT pj):;:!(zm_ ﬁ;ﬁ"““’” [ @ reysras ([ Remere) B
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X / R(2)zFdz + o(J; DO (J;Q(K_[m})> .
u

Identical steps apply to By, with k& and k reversed.
All four terms have the common factor (p;k —T?j)k*k*zmw(ﬁj) vol (P;), which contains all depen-

dence on the partition. By Lemma A.7, the facts at the outset, and that [k] = [k] = K,

Jd ) )
> (0" @) (9" m5(B))) 5 = 52" w(m)) vol ()
j=1
k+k—2m -
= Jn_Q(K_[ngQ’(K[m] . <8kuj(x)) (Gk,uj(x)) w(z)dx[l + o(1)].

Combining all the above steps, if we define the two constants

22(m] d —om, o?(x)
Vidm = vol () <H|Xé\ 2 ) </X @) w(l")d$>

1 (A8)
X tr { < /M R(z)R(z)’dz> /u (O™ R(2)) (0™ R(=))’ dz}
and
d i ~
A =S (H |x4’“”'”2me> ([ (@) (o (o)) wiaic)
K= lk=
- { (k- m)!l(l% Y /uzm_mdz
~1
+ k:llfgl tr[(/u R(z)R(m)%lz) /UR(,Z)dez (A.9)

x /u R(z)' 2*dz ( /M R(z)R(z)'dZ>1 /M (5mR(z))(amR(2))’dz}
- i e ey (/ R(z)R(z)’dz)l [ Rt

_k,(kl_m), /M (0™R(2))'2*"dz ( /u R(z)R(z)’dz)l /u R(z)+F dz}7

we obtain the final result, applying min;<;< ¢ I, j = 1 w.p.a. 1 by Lemma A4

Finally, we give demonstrate simplifications of the above constants in specials cases. First, let
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[m] = 0. In this case,

tr { ( /| Rj<z>Rj<z>’dz)l | @) <8ij<z>>’dz} — g = dim(R()).

Therefore

and

(k]=[k]=K (A.10)

x { /u kg, — /u R(z)2*dz ( /M R(Z)R(z)'dz>_l /u R(z)zkdz}.

The variance constant is already considerably simplified when estimating the level of pu(z). For
the bias, we examine two further specializations. First, if m = 0 and d = 1, then k = k = K, and

1 d P 2K
so [, 22K = 1+22K and [, |X|*T* = vol (X)“". Hence

vol (X))
B0 = 22[(&(;{,)2 {/X (8K,u(x))2w(x)dx}

« (1 +22 . < /_ 11 R(x)a:Kdﬂc>/ < /_ 11 R(x)R(x)’d:c>_1 ( /_ 11R(w)dex>> .

Alternatively, if [m] = 0 and K = 1, we have

P a0 = 1zd:\X ]2/ <8M($)>2w(x)daﬁ
1,d,0 12 ot l " ax£ ’

using ﬁj(z) = 1 and [k] = [k] = 1, so that Iy Rj(z)’z’;dz = 0, and further, if k& # k, then
fu 2tk dz = 0, whence the entire term in braces is zero; otherwise k¢ + ks = 2 and 2¢-! f_ll zl?dz@ =
24/3. O

A.4 BAHADUR REPRESENTATION AND ASYMPTOTIC NORMALITY

For completeness, we give the explicit form of the random function v,(z) from Eqn. (3). It is
the remainder in the Bahadur representation of the identity functional, 61 of Example 1 or

20 of Example 2. Recall the definition of v, (x,z) from the text and write: j(xz) — p(z) =
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LS ¥n(2, X;)e; + vy (), where the remainder vy, (z) is given by:
1 I
vn(z) = . DY Ri(@) 1Ny — ) R (X)ei /g
i=1 jfl
+ ZR 1,95 R (G — R;BY)/(ng))

+ZM = 1))

+Z ng = 1) [3(@) + By (@) Q5 RY(Y = G)/(nay)|

Proof of Theorem 4. Recall from the text that ©; = (O([R;(-)]1),-- -, 0([R;(-)]aim(r())))"

23

Under

the linearity condition on 6(-) in Assumption 3, we can write the remainder 6(v,,) from Eqn. (3) as

Z Ol ;0 (9 — ) QT RY(Y — G)/(ng)
Ji
+ ) O, Q7RG — R;BY)/(ng))
j=1
Jd
+ > 1 (0587 — 0(uy))
7=1

£ (g = 1) [0) + 0,05 B (¥ = G)/(ngy)].

For T, write:

T = ;ZZ@'HMQ (95— 950951 — ) By (X)ea /g5

=1 j=1

n Jg
1 - —1/A 15
- > D Ol ;N — Q)0 R (X)ei /g

i=1 j=1

(Th12)

Applying linearity and then continuity of the functional 6(-) from Assumption 3, followed by
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Lemmas A.1, A.3, A.4, and A.5 we have the following bound on |T},11]:

Jd -
5 - o " R -G)
[ Tran] = 10 Z(RJ(‘))Ilnanjl(Qj—Qj)le(Qj—Qj)lejT
Jj=1 J
Jg ~
n R R R/<Y—G)
< C max IR () 1,91 — Q)01 (Q — Q)02
<O e 3O RO g0 (@~ 0070 — 05 =T
2
. _ 0. A—1
< (g, e 10RO ) 0= 95 ) (o)

Ri(Y - G)

nqj

)

2
X ( max Qfl‘ ) < max
1<j<gd Y 1<j<Jd
o [ 52 74108(T2) T~ log(J)¢/?
p n n \/’ﬁ
< 1(12—5/2)01“’3 log(!]g)l+§/2>
~0, .

n3/2
For T},12, begin by defining
Wi(i, 1) = 19! (Rj(Xi)Rj(Xi)' - E[Rj(Xi)Rj(Xi)']) QR (Xp)er,
so that we can express 1,12 as

Jd

T =27 QZZ@’

=1 [=1

Observe that E[T),12] = 0 and that unless i = h and [ = m, E [W;(i,[)W;(h,m)] = 0. By Lemmas
A.1 and A.3, Assumption 1(c), and ¢; < —d_ we have:

Qj—1‘4> <’Rj()’io> <;§lel£)( 02(35)) 1$i§dE[lp (X;)]
=C0MO(1) max q; = O(J, %, (A.11)

max E [W;(i,i)W;(i,4)'] < C( max
1< <Jd 1<j<Jd

and similarly max, < ¢ E[W;(i, )W;(i,1)'] = O(J;724). Further note that Assumption 3 and
Lemma A.1 give that:

max |0;] < C max < max H@méj()ﬂoo) =C max max sup |0"R;(z)| = O(J%).
1<j<Jd 1<j<Jd \m:[m]<s 1<j<Jd m:ml<s ze P
(A.12)
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Therefore the variance of Ty, may be bounded as follows, using ¢; < J,; ¢, Eqns. (A.11) and (A.12),

linearity and continuity of #(-), and Lemma A.1:

Jd
E[T2,)] = j{: ) lij{:j{:cy W;(i,1)'] ©;
I/ =1 1=1
cyid &
= M?EZGQVﬂWW%LDWHLUq+n0%—UEUW@Jﬂ%@JH}9j
j=1
J4d In
= Ry () {nE [W; (i, )W;(i,1)'] + n(n — DE [W;(i, HW;(0,1)']} ©;
j=1
Cjkd &
< nf max §:¢?”R )" {nE [W; (i, )W;(i,1)'] +n(n — DE [W;(i, h)W;(i,1)] } ©;
4d h
< C;;]f (érjlfgjd |©; \) (122% nE [W;(i, )W;(i,1)'] + n(n — 1)E [Wj(i,l)Wj(i,l)’])

X ( max max sup (9" R; ()))

[Im]<s 1< <Jf zeP;

CJéd S — — S
= =50 ){and+n2Jn 2d} O(J%)

-0, <Jgd+25/n2) .

Hence [Tp,2| = O, (J3*%/n), by Markov’s inequality.
Following similar logic as T},11, by linearity, continuity, Lemmas A.1 and A.4, and Eqn. (A.5):

|Ta| = |0 (ZR )1, QR (G — R, 55 )/(nqﬂ)

0" By () 10y O G — By 80)nay)|

< C max max sup ‘8m1~%j(a:)'ln,jflj_1]§9((¥ - R]ﬂ?)/(nqj))

mi[m]<s 1<j<Jd 2P,
—1/2

[} ,]Q /’ max

i 1<5<Jd

A

O"R;
< (2, a1 R0k (22,

~0, <J ((S+a)AK— 5))
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Next, similar logic gives:

g
Tzl = (0| D Luj(Ri ()8 — 0™ ()
j=1
Jg )
< C max IS b (R ()'B) = 0"i()

3, 0 m
<O mae o[B8 - ommO]

~0, ( J;<<s+a>AK—s>> 7

directly by Lemma A.2. Finally, from min;<;< gilpy; =1 wpa. 1it follows that T4 is smaller

order than the other terms. This completes the proof. O
We now demonstrate a version of Theorem 4 that holds with probability one.

Theorem A.2. Let Assumption 3 hold with s < S A (K — 1), and consider the representation in
Eqn. (3). If the conditions of Theorem A.1 hold, then:

(3/2—¢/2)d+s AN (14-£) /2
O(vy) = Oys ( n log(Jg)1+o/ n Jn((S+a)/\K5)> ‘

n

Proof of Theorem A.2. Use the same expansion as in the proof of Theorem 4. Remainders T2,
T,3, and T,4 are handled identically, applying the almost sure versions of the same steps. For T}
we use similar steps as above for T),11. Applying linearity and then continuity of the functional 6(-)
from Assumption 3, followed by Lemmas A.1, A.3, A.4, and A.5 we have the following bound on
T l:

. (v - G)
Tl = 60 | DR )15 (2 = 005 =
Jj=1 J
v gt L BY(Y - @)
< C max |3 (0" R;(-) 1 (Q — Q)0 =
m:[m]<s = ng;
mp (. b, A.—1
= <1§§?{Jg iz 19 P )”°°> (15?55 %= > <1§}?§g tnd®h, D

X max €0 ‘ max |—=
1<j<gd 1<5<J¢ ng;

_ o | go. [ FA10s(JD) T 1og(Jd)E/2
- as n n \/ﬁ

)
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= Oas ( g<37£)/2+s IOg(Jg)(1+£)/2> )

n

where the second inequality holds because the functional only operates on RJ() ]

Proof of Theorem 5(a). Recall the definitions given in Eqn. (4) and that consecutive uses of the
symbol < are to be interpreted pairwise. By assumption o?(z) is bounded away from zero on X,
so for some @, 0%(-) < . Then under Assumption 1(c) we have I'; < oE [Rj(X)Rj(X)’ = Q.
Again using 0%(-) < & and I'; < €, and further by ¢; < J,; ¢ and Lemma A.3 we have:

V, = E[0,(X)%0?(X)] < E[W,(X)?] = ||W,|3, and also

Ao Lo (A.13)
Vo< ) 050:10;/q; < J1Y |0
j=1 j=1
The condition that 6(vy,) = 0,(v/V5/+/n) and the result of Theorem 4 immediately give the
triangular array representation of the Theorem. By construction, E[ i)€i/v/nVy| = 0 and
Y E [( n( i)ei/\/nVn) } = 1. It remains to verify the Lindeberg condltlon. For any 6 > 0,
by the Hélder and Markov inequalities, Assumption 1(c), V,, = [|¥,||3 by Eqn. (A.13), and the

conditions of the Theorem,
2+ 22
n +n N
] . (E ) D <P H U, (X;)ei
nVn

n

)

n

Y E

A

SeoRlEcak

=1
< ﬁ U, (Xi)e; 2
- nVy
E [|9n(X:)*TE[|es*T" | Xi]]
a 5777 nn/2V7_L1+77/2

_ oy \**"
¢ <<n"/<4+2">uwnuz -0

Convergence in distribution follows by the Lindeberg-Feller central limit theorem.
For the second conclusion of Theorem 5(a), observe that by 1, ; = 1 w.p.a. 1, uniformly in j,
we have Vn/Vn —1="Th + Tho + Thz + 0,(1), where

Vo, -V 121 0,0 T;Q:10;/q5,
Jd

Too = Vit 301,050 + 950 (95— 95) 0/g;,
j=1
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T
= anl Z @ng_l (fj — Fj) Q;1®j/qj,
j=1

and T; = Y20 | R;(X;)R;(X;)'e?/(ng;). First, expanding the squared terms, T},; can be split into
two terms, and upon applying Lemmas A.1 and A4, ¢; < J; ¢, Eqns. (A.4) and (A.13), and the
condition of the Theorem, we find that

Jd n
3 n . 1 - - . A
V1> 1,050 (nqj D Ri(X) R (X0) (p(X:) — u(Xi>)2> 07'0;/q;
=1 i=1
Jd
—v! Z L, ;O (nq Z By Xo) 2ei(p(X) - MXU)) %5/
j=1
< (s 151" ( mas ||Rj<->uio) (i - ll)
1<j<Jd 1<j<Jd

x - mrvar 0 - Zup +*Z|e\ an e
= 0y (I = #ll0) x {0p(1)O(1)0,(1) + Op(1)} = 0y(1),

where the final line additionally uses Assumption 1(c) and the final relation of Eqn. (A.13) to give:

a In n a In c
T Lol o S| <o Do EllnCORISLI]_ o)

495

By Lemma A.1 and otherwise identical steps to the above, we get:

1 Jg Jd Jg 1 n 2
Y10 Tl/a| < SE D015 —— STE(|Ri(X)] €| = 0(1),
Vi j=1 Vi j=1 "4 =

Therefore, applying Lemmas A.3 and A.4:

Jd
|Tn2‘ =V Z ln]@/ Q + Q ) QJ_I (Q] — Q]) Q;l@j/qj
7j=1
T
3 3 , -1 2T 0.
<0 (ma 1950V s 10711 ) (max 19, - 1) Vit 3165 I

=1

=0, (/108 /) = o0
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Finally, referring to the definitions in Eqn. (3), observe that T3 = Y ;| T»3(i)/n, where
Tos(i) = V1 (W (X;)%e? — E[W,(X;)%e?]), so that E[T,3(i)] = 0. Consider two cases. First,

7

suppose 77 < 2. Then by Burkholder’s inequality, the fact that for 6 € (0,1), (a + b)(1+9/2 <
a119)/2 4 p(149)/2 the ¢, inequality, Jensen’s inequality, Assumption 1(c), and the first relation of
Eqn. (A.13):

1+4n/2 (1+n/2)/2

C

E n1+77/2

IN

% ; Tys(i)

> Ths(i)?
i=1

¢ _[&
T Z|Tn3(l)|1+n/2]
Li=1

22| 1+1/2 221\ 1+n/2
C n® [0 (0222 4 (B [90(X0)%2))

nn/2 an+n/2

IN

IN

o E|[Wa(X)PTE (|27 | X]| + (B [wa(X0)%02(X)]) 2

nn/2 Vn1+n/2

B [ @nlz4n  \**
¢ <<nn/<4+2n>uwnnz -

Next, for the case of 7 > 2 we utilize only the fourth moment to find that:

IN

n 2
E (:L ZTn3(¢)> = %E [Ths(i)?] = %E (Vi (0 (Xi)%e] — E[W,(Xs)%0])?)
=1

7

) [Walls
_O<<n1/4uwnuz ~0

again using Jensen’s inequality, Assumption 1(c), and the first relation of Eqn. (A.13). In either

< %V;QE [T, (X;)%ed]

case, T3, = 0p(1) by Markov’s inequality. O

Proof of Theorem 5(b). By Assumption 1(c), the Cauchy-Schwarz and triangle inequalities, and

the conditions of the Theorem:
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= OV — Wllo(|[¥n — W+ 20]l5)
< Ol = Vo ([ ¥n — ¥l[2 + 2[[¥][2) — 0, (A.14)

whence the second conclusion.
Using the above result, the assumed mean-square convergence of ¥, (X), and the remainder

condition of the Theorem,

VO) = 0p) _ g~ [$CKDer | (VulXs) — VXer | BaXer (VV )] vb)
A 2| Vv v Vav \ VW, A
_L - \I/(Xl)sl o
= nz; N o(1).

Convergence in distribution now follows under the assumed moment condition on ¥(X) and a
standard central limit theorem.

For the final conclusion, as in the proof of Theorem 5(a) write Vn/Vn—l = T+ The+Thz+o0,(1),
for Tp1, T2, and T3 defined there. As above, 1,1 = 0,(1) and Tj,2 = 0,(1). Next,

n

11 20 Lem [Tn(X0)? — U(X3)%e? | 1 1222
Tn3_<vn V)ﬂ;wnoc,) AEPY B + o L - V),

where the first two terms tend to zero in probability by Eqn. (A.14) (and the steps therein) and
Markov’s inequality, and the third by the law of large numbers. O
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B UNCONDITIONAL IMSE EXPANSION FOR K =1

In the especial case of a piecewise constant fit (K = 1) the leading constants in the unconditional
IMSE may also be computed explicitly. The special structure of the constant-fit partitioning
estimator is crucial to obtaining this result. When K = 1, R;Rj = Nj is a binomial random
variable whose inverse moments can be calculated or approximated accurately, as done in Lemma
B.1 below. The Theorem below shows that for this special case, the unconditional IMSE has the

same leading constants as the conditional IMSE.

Theorem B.1. Suppose the conditions of Theorem 3 hold with S = 0. Then, if w(x) is continuous,

the piecewise-constant partitioning estimator (K = 1) satisfies:

N 2 J,Cf 1
/XE[(M(UC) = u(@) Jw(@)de = —E[M.40 + o(1)] + 75 [Brao + o(1)].

Prior to proving the Theorem, we give several results regarding binomial random variables.

Lemma B.1. Let the conditions of Theorem B.1 hold. Recall that for K =1, R;R] = > i 1p, (Xi)
is the number of observations in Pj. Call this N;. Further define Nj_; = >, ,;1p,(X;) and
Nj—imt = > mziy pj(Xim). Then Nj ~ Bin(n,q;), Nj—; ~ Bin(n —1,q;), and Nj_;—; ~ Bin(n —

2,q;). All remainder terms are uniform in 1 < j < Je.

i 1 1

1 E|UN; >0 —| = — <Jd )
1, > }Nj] o (s
: e

2 | 1 ]:1 (1 qJ)‘

| Nj—i+1 ng;

3. E :(Nj,i1+ 1)2] - (nqu)z (140 (si/m))
4 B _(va_i_ll ¥ 2)2] " n(n —1 1)q? <1 N nlqj (1 o (‘]g/”») '

Proof. The first result follows from Rempala (2003, Proceeds of the American Mathematical So-

ciety) or Znidaric (2009, The Open Statistics and Probability Journal), whose expansions remain
valid if ¢; — 0, ng; — oo, and because ¢q; < J, 4 the result holds uniformly in 1 < j < J%. The
final three results are proven by direct calculation: an exact expression for each moment may be
found in terms of n, ¢;, and E[I{N; > 0}N ]71], and then the claims follow by substituting the first

result. The calculations are as follows, where we make use of the facts that

Z(Z:i) = (Z) and, E [H{Nj > 0};] _ ii(;)‘ﬁ(l e

J k=1
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For the second result:
1 1 n—1
E 1— n—1-—k
[NJ, +1] Zk+1< k )qﬂ( %)

(Z:i) (1 - g)n Tt

I
ol
M-I
I =

k:l
= —DP|N; >0 1-PN; =0
nqju = og (- PN, = 0)
_1-(1-g)"

nqj

For the third result:

For the fourth result:

k=1 k=1

s {5 (o420
<

(N, > 0}] — [u{Nj > 0}]\1er

32
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1 1
=—(1-(1-¢)"—E|l{N; >0}—
g (170w B[ > 0 ])
1 1
=—— (1 -E [{N; >0} —| | — o(J2/n?
g sl g]) oz
where the final equality uses q; < J,; 4 hence (1 — ¢;)" — 0 exponentially. O

Proof of Theorem B.1. Recall that X,, = (X1,...,X,)" and expand as follows:

| B[ - @] s@de = [ {BWV () 1K)+ VE (i) | X+ (i) - 1(2)*} £ (2)da.
X X

We examine each term one at a time. The following two results will be used frequently. Recall
that the volume of cell P; is denoted vol (P;) and similarly for vol (X’). First observe that ¢; =
fp z)dz = f(p;) vol (Pj) + o(J;%), by Lemma A.6. Further, under the conditions placed on the
partition and Assumption 1(b), vol (P;) = vol (&) /JZ.

Consider the first term. Using the two results above, as well as Lemmas B.1, A.6, and A.7

(under Assumption 2(a)), we have:

[ BV X wl)ir= [ B pr S (K000 i
= /X;RP](ZE);E -ln,j]\lfjg]le(Xi)Oj(Xi)] w(x)dx

& " TN+ 1p,(X,) > 0} 2
- /X ]Z—; Lp, (x) ;E L (Nj—i + 1p, (X)))? } E [1p, (X3)o*(X;)] w(z)dz

= nl (/X Ip, (:c)w(:c)da:) ilIE [m} E [1p,(X:)o*(X;)]
o . 7
T

=2n (w(B;) vol (P) + o(7; ) ((n;) +o (<Jz/n>3)) ( /P j a2<z>f<z>dz>
T

= nw(p) vol (P)) <ni> +o ((J;f/n)?)) (02@,)F @) vol (Py) + o(J; )
j=1
5L o2 () (B w(p) vol (B (

- ; ng e ()
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_ Jg 0'2(5L')w 2)dx o o d n
B vol(X)n/X f(z) (z)dz[1 + o(1)] + (Jn/ ) (B.1)

For the second variance term, define the following:

N o | . 1 _1-(1—g)"
w; _/P w(z)dr; py=E [lpj(X)“(X)] ’ Nj=E [Nj,z' + 1] a ngj '

J

Then we have:

» )
[ VB X w@do= [ v Znwnpxa:)ZIPAXZ-)M(X@-)/NJ'] w(z)ds
X =t i=1

n

[ 73 o 2
= /XE > 1p(2) {Z H{Nj{;z Jj 1> 0 Lp, (Xi)u(Xs) — NJNJ} w(z)dx
=1 o

i=1
d " 2
N {N;_; +1> 0} o
=E ij Z N1 Lp; (X3)(Xi) — i N;
j=1 i=1 2t
Jd
~ 1
= ij”E [1p, (X)u(X)?] E |:(]V_|_1)2:| (Vi)
j=1 2t
Jd
=z 1
+S wn(n — 1)K [} Voo
; ! 7L (N i +2)? (Va)
I
— ) w;(nji;N;)? (Vn3)
j=1

Now apply the two results above, as well as Lemmas B.1, A.6, and A.7 (under Assumption 2(a)),
to get:

J4
Vin = ];nwj (/P M(Z)Qf(z)dz> (n;»)2 (1 Yo (Jg/n))

7 J

Jd
=3 (U(pj)qu + O(Jn_d)) (12 o <(Jg/n>2>)
=1

nqj

1O ()2, Je
=ZH+0<”). (B.2)
nj:l q] n
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Similarly:
Jd 1
Vo = Y wjipsin(n—1) <1— (1—1—0(,]5/71)))
j; . n(n —1)q; qj
JY 2 JY 9
Wi 1N W y
- Z 2 Z 5= +o(Jn/n
j=1 qj " j=1 qj ( )
Jd _ 4 _
Ly m O ()
= 2 3 n
j:l qj j=1 4
U’W L wu(p;)? J
J J
SRS LY b3
DL R 5
7j=1 J=1
For the final term, similar steps give:
7202 1—(1—g)" ?
Van = Zw] T
JS @12
==Y +o(1-q)". (B.4)
j=1 4
Adding together Eqns. (B.2), (B.3), and (B.4) shows that
/XV [E [i(z) | Xn]] w(@)dz = Vin + Van + Van = o(J1/n). (B.5)

Finally, for the bias term, we first compute E [fi(x)] using Lemmas B.1 and A.6.

JS n
AmzzmmE%Qmewml
j=1 ‘

= Z 1p, (z)E N_1+J nE [1p, (X;)n(X)]
(1—g)"
—Zb q]LMWM@

;) f(p;) vol (P)) _
f(®; )501 () (1 +o(J d)>

||M%
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_an (1+0(J d)),

where all remainder terms are uniform in 1 < j < J¢ and = € P;. By Assumption 2(b), with S = 0,

u(x) satisfies the Taylor expansion, with uniform (in j) remainder:

ou(p;)
oxy

M=

p(x) = u(p;) + (e = Pr ) +o(J5 ).

(=1

Next, by symmetry (pe; — Dy ;) = —(pej—1 — Do) = (Pej — pej—1)/2 = |Xe]/(2J,). Furthermore,
Assumption 1(b) and symmetry, imply that m # ¢:

[ @ =P = e =0, and,

J

J l#m

d
1
/ (xf—ﬁe,j)de = (H (Pﬂ,j Pé,jl)) ((Pm,j _T)m,j)g — (Pm.j—1 —ﬁm,j)?’) /3= anﬁ vol (P)) |X£’2-
P

Then we have, using the above results and applying Assumption 2(a) and Lemma A.7:

I
/X (B [(@)] - () f(x)dz = /X j;npjm (1)) — n(@))* wi@)de (1+o(J; %)

_JZ / SR (oo wo (1+00729)
j=1"F \u=1 Oz o : n
B Jff/ d 3#(@)( D) oI 2

_j; \ ; Bz, e~ Peg) oy

% (’w(ﬁj) + (w(m) — w(ﬁ]))) dx (1 + O(J;d)>

Jg d N
= nw*» 5u(pj) xp — Py ;) 2dx + o(J 2
=St (550 [, e o)
Ja o
=ity o) Y- DI ol (B) + o)

2
Jn2112Z]X|2/ ( ai«?) w(x)dz[l + o(1)] 4+ o(J,;%). (B.6)

Adding Eqns. (B.1), (B.5), and (B.6) gives the result. O
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C COMPLETE SIMULATION RESULTS

This section contains the results from an exhaustive simulation study. We vastly extend the study
contained in Section 5, but keep the aims and set up broadly the same; indeed the results from
the main text are a subset of those given here. As such, herein we detail only the extensions
considered, referring the reader to Section 5 for the for the general set up, tuning parameter choice,
and description of the tables. Further, we do not attempt to interpret the many results presented
beyond what is already discussed in the text.

Relative to Section 5, four extensions are presented. First, we consider univariate and trivariate
data, in addition to the bivariate study.! For d = 1 and d = 3, we also choose appropriate points
to examine boundary issues. Second, we also allow for a noisier model, setting o2 = 4, in addition
to the unit variance. Third, we add the case where X;, ~ Beta(2,2) (still truncated). Finally,
keeping the tuning parameter .J,, fixed, we place the cell boundaries (and knots) at the appropriate
quantiles of the data. This is not technically covered by the theory, but is interesting with an eye
toward applications. The regression functions considered are detailed below. Univariate results
are presented in Section C.1, followed by complete bivariate results in C.2, and lastly Section C.3.
contains results for d = 3.

For d = 1, we use the following specifications for p(z). Models 1.1, 1.2, 1.3, and 1.7 are taken
from Fan and Gijbels [1996. Local polynomial modelling and its applications. Chapter 4] and
Models 1.4, 1.5, and 1.6 are adapted from Braun and Huang [2005. Kernel Spline Regression.
The Canadian Journal of Statistics 33, 259-278]. Model 5 is altered to be discontinuous, not only
nondifferentiable, whereas Model 6 has been smoothed. For Models 1.4 and 1.5, we set J; =5 in

infeasible estimation. These regression functions are plotted in Figure C.1.

Model 1.1: p(z) = sin(8x — 4) + 2 exp{—256(x — 1/2)%}
Model 1.2: p(z) = 4o — 2 4 2exp{—256(z — 1/2)%}
Model 1.3: pu(x) =8z/5+1/5
Model 1.4: pu(x) = 1{|[4x — 2| < 0.1}(1 — 100(4z — 2)%)*
Model 1.5: p(z) = I{(4z — 2) € [-2,1]}((4z — 2)7 — 19)/20
— Y4z —2) € (1,0]}(4z - 2)°
+ 1{ (42 — 2) € (0,1/2]}(4z — 2)*/2
+ 1{(4x — 2) € (1/2,1]}(4a — 2)°
+1{(4z - 2) € (1,2]}(2 — (4= — 2)*)

Model 1.6: p(z) = (1 — (4o —2)%)*

'For d = 3, we perform 1,000 replications instead of 5,000, due to computational limitations.
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Model 1.7: p(z) = 0.3 exp{—64(z — 1/4)%} + 0.7 exp{—256(x — 1/2)*}
Model 1.8: p(z) = (z — 1/2) 4+ 8(z — 1/2)? + 6(z — 1/2)3 — 30(z — 1/2)* — 30(z — 1/2)°

The first four bivariate specifications are as in Section 5. To these, we add four further models.
Model 2.5 is taken from Fan and Gijbels [1996. Local polynomial modelling and its applications.
Chapter 7]. All are plotted in Figure C.2.

Model 2.1: p(z1,22) = 0.7exp {—3 ((4z1 — 2+ 0.8)> + 8(z2 — 1/2)%) }
+exp {—3 ((4o1 — 2 — 0.8)% + 8(z2 — 1/2)?) }

Model 2.2: p(x; ) = sin(bx ) sin(10z2)
Model 2.3: M(a;l = ((1 — (421 — 2)*)?) (sin(5z2)/5)
Model 2.4: p(x1,x ) = 1{(4z; — 2) € [-2,1]}((4z1 — 2)" — 19)/20
— I{(4z1 - 2) € (=1,0]} (421 — 2)°
+ 1 (4a1 — 2) € (0,1/2]} (a1 — 2)*/2
+ 1{ (41 — 2) € (1/2,1]} (421 — 2)°
+ (421 — 2) € (1,20}(2 - (421 - 2)%)

+ 4.26 (exp(—3x2) — 4exp(—6z2) + 3exp(—9z2))
6

= Model 1.5(x1) + 4.26 (exp(—3x2) — 4exp(—6x2) + 3 exp(—9z2))

Model 2.5: p(x1,22) = (5/7) exp { —5(dx1 — 2)*/8}

Model 2.6: p(x1,x2) = Model 1.3(x1) + Model 1.3(x3)

Model 2.7: p(x1,z2) = (Model 1.3(z1)) (Model 1.4(x2))

Model 2.8: p(z1,22) = (Model 1.8(21)) (—8(z2 — 1/2)/5 + 1/5)

Finally, for d = 3, we consider the five specifications below, which are mainly additive and

interactive combinations of the above models. For Model 3.5 we set J;; = 3 in infeasible estimation.

Model 3.1: p(x1, z2,x3) = Model 1.3(z1) + Model 1.3(z2) + Model 1.3(z3)
Model 3.2: p(x1,x2,x3) = Model 2.7(x1, x2) cos(8z3)

Model 3.3: p(x1,z2,23) = (Model 1.8(x1)) (Model 1.8(z2)) (Model 1.8(x3))
Model 3.4: u(xy,z2,23) = (Model 1.6(z1)) (4dx2 — 1)(z3 — 1/2)

Model 3.5: p(x1,z2,23) = (Model 1.5(z1)) sin(z2) cos(8z3)
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Figure C.1: Regression functions for univariate simulations. The functions are depicted
over the domain [0,1], with the interval X = [0.05,0.95] given in dotted lines.
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Figure C.2: Regression functions for bivariate simulations. The functions are depicted over

the domain [0, 1] X [0, 1], although X = [0.05,0.95] X [0.05,0.95].
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C.1 UNIVARIATE SIMULATIONS

C.1.1 UNIFORM CELL BOUNDARIES
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Table C.1: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=>500, 0 =1, X; ~ 3(0.5,0.5), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.09 0.164 0.178 0.128 0.139 0.305 0.219 0.124 0.169
B-splines 9 5 0.243 0.328 0.178 0.242 0.708 1.002 0.107 0.172
Partitioning 9 5 0.214 0.207 0.162 0.158 0.383 0.250 0.117 0.159
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.19 0.229 0.216 0.159 0.158 0.804 0.655 0.106 0.164
B-splines 4 2 0.282 0.376 0.206 0.272 0.677 1.184 0.108 0.145
Partitioning 4 2 0.257 0.199 0.184 0.146 0.571 0.413 0.106 0.112
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.09 0.164 0.178 0.128 0.139 0.307 0.219 0.123 0.169
B-splines 9 5 0.242 0.328 0.177 0.242 0.708 1.002 0.106 0.170
Partitioning 9 5 0.213 0.207 0.161 0.158 0.383 0.250 0.117 0.159
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.14 0.19 0.258 0.218 0.167 0.159 0.945 0.664 0.107 0.162
B-splines 3 2 0.373 0.363 0.257 0.265 1.226 1.174 0.121 0.120
Partitioning 3 2 0.328 0.192 0.206 0.142 1.032 0.384 0.104 0.118
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.065 0.091 0.050 0.071 0.045 0.072 0.081 0.102
B-splines 1 1 0.063 0.089 0.049 0.069 0.045 0.072 0.078 0.102
Partitioning 1 1 0.063 0.089 0.049 0.069 0.045 0.072 0.078 0.102
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.3 0.087 0.122 0.066 0.094 0.072 0.102 0.106 0.130
B-splines 2 2 0.074 0.097 0.057 0.075 0.082 0.090 0.089 0.102
Partitioning 2 2 0.085 0.119 0.065 0.090 0.117 0.248 0.092 0.103
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.142 0.166 0.090 0.119 0.929 0.866 0.108 0.156
B-splines 5 5 0.155 0.165 0.103 0.116 0.934 0.909 0.106 0.122
Partitioning 5 5 0.176 0.220 0.125 0.165 0.893 0.767 0.106 0.159
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.29 0.29 0.140 0.162 0.085 0.112 0.943 0.902 0.106 0.129
B-splines 2 2 0.133 0.146 0.078 0.094 0.943 0.930 0.092 0.102
Partitioning 2 2 0.140 0.152 0.084 0.106 0.939 0.789 0.095 0.105
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.447 0.224 0.332 0.164 0.098 0.120 0.323 0.159
B-splines 5 5 0.369 0.273 0.310 0.213 0.252 0.208 0.250 0.187
Partitioning 5 5 0.273 0.217 0.211 0.164 0.116 0.171 0.262 0.159
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.23 0.244 0.240 0.181 0.173 0.120 0.119 0.231 0.145
B-splines 5 2 0.371 0.364 0.312 0.289 0.253 0.405 0.249 0.173
Partitioning 5 2 0.275 0.290 0.212 0.223 0.119 0.521 0.261 0.134
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.07 0.280 0.207 0.222 0.161 0.297 0.201 0.279 0.185
B-splines 28 7 0.292 0.203 0.224 0.155 0.351 0.128 0.257 0.167
Partitioning 28 7 0.369 0.243 0.286 0.186 0.577 0.202 0.310 0.184
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.15 0.754 0.359 0.477 0.273 0.158 0.144 1.900 0.484
B-splines 8 3 1.677 1.601 1.100 1.286 0.293 0.905 3.246 2.541
Partitioning 8 3 1.441 0.769 0.814 0.592 0.304 0.140 2.795 1.182
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.08 0.12 0.135 0.159 0.106 0.125 0.216 0.179 0.109 0.164
B-splines 6 4 0.132 0.154 0.104 0.122 0.191 0.322 0.107 0.124
Partitioning 6 4 0.160 0.180 0.124 0.138 0.246 0.428 0.107 0.142
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.27 0.148 0.155 0.111 0.121 0.439 0.340 0.108 0.132
B-splines 2 2 0.151 0.152 0.116 0.117 0.416 0.406 0.115 0.103
Partitioning 2 2 0.155 0.140 0.116 0.107 0.419 0.318 0.114 0.114
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.33 0.112 0.121 0.087 0.093 0.109 0.093 0.107 0.125
B-splines 4 1 0.115 0.135 0.091 0.109 0.159 0.144 0.105 0.104
Partitioning 4 1 0.134 0.135 0.104 0.109 0.205 0.144 0.106 0.104
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.29 0.107 0.123 0.084 0.095 0.110 0.104 0.109 0.130
B-splines 2 2 0.123 0.113 0.097 0.088 0.141 0.113 0.103 0.103
Partitioning 2 2 0.126 0.131 0.097 0.102 0.127 0.261 0.104 0.105

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.2: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning

Estimators
d=1,n=>500, 0> =1, X; ~ 3(1,1), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.09 0.168 0.181 0.132 0.140 0.282 0.199 0.149 0.200
B-splines 9 5 0.261 0.354 0.196 0.271 0.701 0.976 0.127 0.199
Partitioning 9 5 0.220 0.210 0.169 0.161 0.375 0.235 0.136 0.182
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.18 0.234 0.222 0.167 0.165 0.745 0.610 0.128 0.191
B-splines 4 3 0.325 0.410 0.243 0.308 0.765 1.182 0.131 0.140
Partitioning 4 3 0.279 0.232 0.204 0.171 0.597 0.494 0.128 0.131
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.09 0.168 0.181 0.131 0.140 0.284 0.199 0.149 0.200
B-splines 9 5 0.261 0.354 0.196 0.271 0.701 0.976 0.127 0.197
Partitioning 9 5 0.219 0.210 0.168 0.161 0.375 0.235 0.136 0.182
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.13 0.19 0.261 0.224 0.177 0.166 0.871 0.619 0.129 0.189
B-splines 4 3 0.342 0.403 0.255 0.305 0.920 1.175 0.143 0.131
Partitioning 4 3 0.308 0.227 0.215 0.167 0.776 0.473 0.123 0.133
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.065 0.091 0.051 0.070 0.045 0.068 0.086 0.119
B-splines 1 1 0.063 0.090 0.049 0.069 0.045 0.068 0.082 0.118
Partitioning 1 1 0.063 0.090 0.049 0.069 0.045 0.068 0.082 0.118
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.28 0.29 0.089 0.123 0.067 0.093 0.068 0.093 0.126 0.143
B-splines 2 2 0.076 0.098 0.059 0.075 0.079 0.084 0.098 0.120
Partitioning 2 2 0.088 0.120 0.067 0.091 0.114 0.223 0.102 0.121
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.153 0.174 0.094 0.121 0.927 0.864 0.128 0.172
B-splines 5 5 0.165 0.175 0.109 0.120 0.932 0.905 0.127 0.138
Partitioning 5 5 0.185 0.226 0.131 0.170 0.892 0.761 0.127 0.182
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.28 0.152 0.171 0.091 0.115 0.937 0.897 0.126 0.143
B-splines 2 2 0.145 0.156 0.084 0.100 0.936 0.922 0.102 0.120
Partitioning 2 2 0.152 0.160 0.092 0.111 0.927 0.757 0.106 0.122
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.426 0.229 0.307 0.168 0.092 0.107 0.267 0.176
B-splines 5 5 0.359 0.278 0.301 0.216 0.224 0.182 0.195 0.211
Partitioning 5 5 0.265 0.219 0.200 0.166 0.103 0.152 0.232 0.182
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.21 0.246 0.237 0.179 0.172 0.106 0.106 0.227 0.168
B-splines 5 2 0.368 0.374 0.306 0.305 0.226 0.364 0.194 0.168
Partitioning 5 2 0.271 0.291 0.204 0.228 0.113 0.475 0.231 0.142
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.07 0.268 0.203 0.210 0.155 0.250 0.177 0.320 0.214
B-splines 25 6 0.283 0.276 0.209 0.199 0.184 0.161 0.241 0.438
Partitioning 25 6 0.352 0.234 0.268 0.180 0.238 0.438 0.342 0.199
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.14 0.632 0.323 0.370 0.240 0.142 0.127 1.833 0.433
B-splines 8 3 1.404 1.399 0.825 1.047 0.254 0.635 3.034 2.349
Partitioning 8 3 1.209 0.697 0.616 0.510 0.266 0.127 2.692 1.273
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.08 0.12 0.139 0.162 0.108 0.125 0.200 0.162 0.131 0.192
B-splines 6 4 0.134 0.160 0.107 0.127 0.176 0.309 0.128 0.140
Partitioning 6 4 0.162 0.181 0.126 0.139 0.224 0.373 0.128 0.160
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.26 0.157 0.159 0.119 0.124 0.424 0.323 0.130 0.148
B-splines 2 2 0.159 0.162 0.124 0.126 0.406 0.392 0.125 0.123
Partitioning 2 2 0.164 0.141 0.125 0.109 0.396 0.285 0.126 0.129
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.13 0.33 0.110 0.120 0.085 0.091 0.095 0.084 0.128 0.136
B-splines 4 1 0.114 0.131 0.088 0.103 0.144 0.125 0.123 0.129
Partitioning 4 1 0.133 0.131 0.104 0.103 0.187 0.125 0.125 0.129
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.28 0.107 0.124 0.082 0.094 0.101 0.094 0.129 0.144
B-splines 3 2 0.119 0.110 0.092 0.085 0.127 0.101 0.118 0.123
Partitioning 3 2 0.122 0.130 0.094 0.100 0.114 0.234 0.118 0.123

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and

MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.3: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning

Estimators
d=1,n=>500, 0 =1, X; ~ 3(2,2), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.09 0.173 0.182 0.133 0.136 0.252 0.176 0.231 0.307
B-splines 10 5 0.156 0.390 0.120 0.314 0.215 0.920 0.203 0.259
Partitioning 10 5 0.204 0.211 0.156 0.161 0.293 0.216 0.215 0.250
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.17 0.236 0.225 0.174 0.170 0.649 0.536 0.205 0.273
B-splines 5 3 0.446 0.458 0.344 0.365 1.102 1.143 0.204 0.212
Partitioning 5 3 0.327 0.271 0.230 0.207 0.749 0.547 0.196 0.195
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.09 0.173 0.182 0.132 0.136 0.253 0.176 0.230 0.307
B-splines 10 5 0.155 0.390 0.119 0.314 0.215 0.920 0.203 0.256
Partitioning 10 5 0.203 0.211 0.156 0.161 0.293 0.216 0.215 0.250
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.17 0.259 0.227 0.185 0.171 0.744 0.542 0.203 0.270
B-splines 4 3 0.351 0.457 0.283 0.365 0.759 1.141 0.210 0.210
Partitioning 4 3 0.301 0.270 0.231 0.205 0.550 0.542 0.187 0.195
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.065 0.091 0.050 0.068 0.045 0.063 0.098 0.173
B-splines 1 1 0.063 0.090 0.049 0.067 0.045 0.063 0.094 0.170
Partitioning 1 1 0.063 0.090 0.049 0.067 0.045 0.063 0.094 0.170
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.26 0.28 0.091 0.123 0.066 0.088 0.062 0.082 0.188 0.201
B-splines 2 2 0.078 0.098 0.059 0.073 0.075 0.078 0.126 0.182
Partitioning 2 2 0.091 0.122 0.069 0.091 0.104 0.197 0.135 0.187
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.169 0.186 0.101 0.125 0.923 0.859 0.191 0.226
B-splines 5 5 0.180 0.188 0.116 0.126 0.926 0.895 0.191 0.197
Partitioning 5 5 0.198 0.234 0.139 0.175 0.886 0.752 0.196 0.250
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.27 0.169 0.184 0.100 0.121 0.926 0.885 0.189 0.204
B-splines 2 2 0.163 0.172 0.096 0.108 0.923 0.910 0.140 0.185
Partitioning 2 2 0.170 0.169 0.105 0.118 0.898 0.685 0.150 0.191
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.367 0.230 0.251 0.164 0.083 0.093 0.224 0.229
B-splines 5 5 0.335 0.272 0.273 0.201 0.180 0.136 0.252 0.260
Partitioning 5 5 0.244 0.219 0.175 0.163 0.090 0.132 0.228 0.250
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.2 0.245 0.229 0.169 0.164 0.090 0.094 0.256 0.238
B-splines 5 2 0.399 0.365 0.307 0.297 0.188 0.278 0.296 0.202
Partitioning 5 2 0.297 0.279 0.205 0.216 0.143 0.331 0.276 0.206
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.08 0.240 0.190 0.181 0.140 0.193 0.144 0.443 0.323
B-splines 21 6 0.256 0.218 0.179 0.144 0.147 0.124 0.720 0.562
Partitioning 21 6 0.323 0.227 0.234 0.170 0.194 0.339 0.823 0.290
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.14 0.419 0.257 0.223 0.180 0.125 0.111 1.649 0.403
B-splines 8 3 0.934 0.986 0.445 0.621 0.200 0.279 2.501 1.768
Partitioning 8 3 0.808 0.536 0.352 0.354 0.229 0.112 2.368 1.303
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.07 0.11 0.142 0.163 0.108 0.121 0.180 0.143 0.208 0.276
B-splines 6 4 0.137 0.166 0.108 0.133 0.158 0.284 0.199 0.199
Partitioning 6 4 0.163 0.181 0.126 0.137 0.188 0.309 0.202 0.220
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.24 0.166 0.162 0.128 0.124 0.392 0.289 0.195 0.212
B-splines 2 2 0.175 0.174 0.138 0.140 0.399 0.365 0.151 0.196
Partitioning 2 2 0.178 0.140 0.141 0.107 0.370 0.237 0.166 0.192
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.15 0.34 0.108 0.116 0.079 0.084 0.082 0.074 0.206 0.195
B-splines 3 1 0.118 0.119 0.093 0.090 0.116 0.098 0.173 0.202
Partitioning 3 1 0.121 0.119 0.093 0.090 0.087 0.098 0.167 0.202
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.27 0.106 0.124 0.079 0.089 0.090 0.084 0.197 0.203
B-splines 3 2 0.109 0.106 0.083 0.079 0.109 0.085 0.159 0.187
Partitioning 3 2 0.114 0.127 0.087 0.096 0.103 0.204 0.156 0.192

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and

MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.

44



ASYMPTOTIC PROPERTIES OF PARTITIONING ESTIMATORS — SUPPLEMENT

Table C.4: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=>500, 0 =4, X; ~ 3(0.5,0.5), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.07 0.11 0.290 0.330 0.226 0.258 0.494 0.383 0.223 0.333
B-splines 7 4 0.374 0.349 0.284 0.274 0.967 0.843 0.211 0.248
Partitioning 7 4 0.366 0.361 0.279 0.276 0.588 0.890 0.215 0.284
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.13 0.2 0.310 0.325 0.232 0.251 0.885 0.744 0.214 0.315
B-splines 4 2 0.368 0.415 0.275 0.313 0.922 1.185 0.224 0.229
Partitioning 4 2 0.360 0.304 0.266 0.231 0.840 0.547 0.212 0.219
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.07 0.11 0.289 0.330 0.225 0.258 0.497 0.383 0.222 0.333
B-splines 7 4 0.373 0.349 0.283 0.274 0.967 0.843 0.211 0.244
Partitioning 7 4 0.365 0.361 0.279 0.276 0.588 0.890 0.215 0.284
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.16 0.21 0.330 0.326 0.238 0.251 1.034 0.753 0.214 0.312
B-splines 3 2 0.422 0.402 0.304 0.304 1.294 1.183 0.218 0.213
Partitioning 3 2 0.397 0.301 0.279 0.229 1.123 0.550 0.211 0.222
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.129 0.181 0.101 0.141 0.090 0.143 0.163 0.203
B-splines 1 1 0.126 0.178 0.098 0.139 0.090 0.143 0.156 0.203
Partitioning 1 1 0.126 0.178 0.098 0.139 0.090 0.143 0.156 0.203
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.26 0.184 0.249 0.140 0.192 0.161 0.216 0.215 0.268
B-splines 2 2 0.160 0.197 0.124 0.153 0.170 0.187 0.187 0.204
Partitioning 2 2 0.191 0.247 0.146 0.190 0.241 0.528 0.193 0.208
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.214 0.283 0.157 0.217 0.940 0.889 0.215 0.312
B-splines 5 5 0.245 0.274 0.185 0.211 0.947 0.926 0.212 0.242
Partitioning 5 5 0.302 0.410 0.231 0.314 0.913 0.822 0.212 0.318
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.26 0.214 0.270 0.156 0.206 0.943 0.912 0.215 0.269
B-splines 2 2 0.195 0.225 0.140 0.167 0.953 0.941 0.189 0.204
Partitioning 2 2 0.221 0.264 0.160 0.199 0.952 0.892 0.194 0.209
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.474 0.321 0.361 0.249 0.172 0.239 0.374 0.313
B-splines 5 5 0.414 0.349 0.342 0.276 0.295 0.276 0.310 0.281
Partitioning 5 5 0.366 0.408 0.284 0.312 0.229 0.342 0.320 0.318
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.24 0.326 0.335 0.252 0.259 0.232 0.232 0.299 0.285
B-splines 5 2 0.475 0.417 0.386 0.331 0.322 0.437 0.299 0.246
Partitioning 5 2 0.400 0.383 0.309 0.295 0.308 0.688 0.312 0.227
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.08 0.486 0.377 0.385 0.295 0.507 0.372 0.484 0.347
B-splines 21 6 0.512 0.386 0.393 0.298 0.372 0.310 0.640 0.435
Partitioning 21 6 0.640 0.448 0.496 0.343 0.480 1.011 0.628 0.338
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.15 0.810 0.451 0.559 0.354 0.305 0.283 1.955 0.629
B-splines 8 3 1.695 1.613 1.136 1.292 0.439 0.917 3.252 2.547
Partitioning 8 3 1.475 0.814 0.914 0.641 0.585 0.267 2.804 1.199
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.14 0.237 0.299 0.185 0.233 0.332 0.315 0.214 0.316
B-splines 4 3 0.222 0.249 0.175 0.196 0.373 0.449 0.210 0.206
Partitioning 4 3 0.265 0.316 0.205 0.242 0.443 0.330 0.211 0.237
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.26 0.218 0.266 0.169 0.208 0.445 0.379 0.216 0.271
B-splines 2 2 0.208 0.229 0.162 0.180 0.449 0.436 0.197 0.204
Partitioning 2 2 0.230 0.257 0.176 0.198 0.460 0.549 0.202 0.214
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.16 0.38 0.202 0.222 0.157 0.171 0.187 0.170 0.218 0.221
B-splines 3 1 0.202 0.205 0.160 0.161 0.192 0.190 0.203 0.204
Partitioning 3 1 0.229 0.205 0.178 0.161 0.183 0.190 0.205 0.204
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.26 0.197 0.250 0.153 0.193 0.188 0.217 0.215 0.268
B-splines 2 2 0.193 0.201 0.151 0.157 0.221 0.195 0.199 0.204
Partitioning 2 2 0.217 0.251 0.168 0.193 0.251 0.532 0.203 0.209

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.5: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning

Estimators
d=1,n=>500, 0 =4, X; ~ 3(1,1), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.07 0.11 0.295 0.335 0.230 0.259 0.458 0.347 0.268 0.390
B-splines 7 4 0.397 0.367 0.308 0.292 0.955 0.813 0.255 0.281
Partitioning 7 4 0.374 0.363 0.289 0.279 0.573 0.780 0.257 0.319
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.2 0.321 0.334 0.243 0.257 0.844 0.705 0.257 0.356
B-splines 4 2 0.376 0.443 0.291 0.342 0.814 1.156 0.265 0.251
Partitioning 4 2 0.368 0.318 0.281 0.242 0.734 0.511 0.251 0.257
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.07 0.11 0.294 0.335 0.229 0.259 0.460 0.347 0.268 0.390
B-splines 7 4 0.396 0.366 0.307 0.291 0.954 0.813 0.255 0.278
Partitioning 7 4 0.374 0.363 0.288 0.279 0.573 0.780 0.257 0.319
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.15 0.2 0.343 0.335 0.252 0.258 0.977 0.712 0.257 0.353
B-splines 3 2 0.435 0.433 0.327 0.335 1.166 1.153 0.263 0.246
Partitioning 3 2 0.411 0.315 0.300 0.240 1.024 0.509 0.247 0.258
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.130 0.183 0.101 0.140 0.090 0.136 0.171 0.238
B-splines 1 1 0.127 0.180 0.099 0.138 0.090 0.136 0.164 0.236
Partitioning 1 1 0.127 0.180 0.099 0.138 0.090 0.136 0.164 0.236
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.26 0.188 0.250 0.141 0.189 0.148 0.194 0.256 0.296
B-splines 2 2 0.163 0.199 0.126 0.153 0.165 0.174 0.209 0.241
Partitioning 2 2 0.194 0.249 0.149 0.190 0.227 0.473 0.218 0.243
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.222 0.288 0.160 0.217 0.937 0.884 0.256 0.344
B-splines 5 5 0.252 0.281 0.190 0.212 0.944 0.921 0.253 0.274
Partitioning 5 5 0.307 0.414 0.236 0.319 0.909 0.804 0.255 0.364
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.26 0.224 0.277 0.160 0.206 0.937 0.907 0.256 0.298
B-splines 2 2 0.205 0.233 0.146 0.171 0.946 0.934 0.211 0.241
Partitioning 2 2 0.229 0.269 0.166 0.202 0.939 0.839 0.219 0.244
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.455 0.324 0.337 0.249 0.158 0.214 0.347 0.347
B-splines 5 5 0.407 0.355 0.333 0.277 0.265 0.246 0.293 0.318
Partitioning 5 5 0.361 0.411 0.278 0.315 0.202 0.303 0.320 0.364
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.23 0.329 0.334 0.251 0.256 0.203 0.210 0.319 0.321
B-splines 5 2 0.486 0.417 0.388 0.336 0.298 0.394 0.287 0.269
Partitioning 5 2 0.404 0.374 0.308 0.292 0.301 0.610 0.308 0.259
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.09 0.463 0.370 0.363 0.285 0.433 0.327 0.550 0.407
B-splines 19 5 0.495 0.598 0.368 0.466 0.316 0.466 1.113 1.088
Partitioning 19 5 0.612 0.430 0.468 0.330 0.413 0.303 1.129 0.392
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.15 0.700 0.424 0.459 0.324 0.271 0.249 1.916 0.628
B-splines 8 3 1.438 1.412 0.877 1.055 0.390 0.650 3.053 2.359
Partitioning 8 3 1.259 0.748 0.727 0.564 0.502 0.240 2.720 1.295
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.13 0.244 0.303 0.188 0.233 0.311 0.284 0.257 0.365
B-splines 5 4 0.256 0.260 0.203 0.204 0.442 0.360 0.254 0.258
Partitioning 5 4 0.297 0.359 0.231 0.276 0.344 0.715 0.255 0.319
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.25 0.226 0.270 0.175 0.208 0.432 0.363 0.259 0.301
B-splines 2 2 0.217 0.237 0.170 0.186 0.440 0.421 0.222 0.242
Partitioning 2 2 0.238 0.259 0.184 0.200 0.442 0.493 0.229 0.247
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.39 0.200 0.221 0.153 0.167 0.165 0.155 0.260 0.251
B-splines 3 1 0.201 0.204 0.157 0.157 0.175 0.171 0.232 0.242
Partitioning 3 1 0.229 0.204 0.178 0.157 0.166 0.171 0.236 0.242
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.26 0.199 0.251 0.151 0.189 0.170 0.195 0.257 0.297
B-splines 2 2 0.192 0.203 0.149 0.156 0.202 0.179 0.225 0.242
Partitioning 2 2 0.216 0.251 0.167 0.193 0.231 0.477 0.232 0.244

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and

MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.

46



ASYMPTOTIC PROPERTIES OF PARTITIONING ESTIMATORS — SUPPLEMENT

Table C.6: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning

Estimators
d=1,n=>500, 0% =4, X; ~ 3(2,2), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.1 0.303 0.338 0.230 0.251 0.410 0.307 0.422 0.573
B-splines 7 5 0.428 0.447 0.342 0.360 0.919 0.931 0.406 0.425
Partitioning 7 5 0.383 0.406 0.296 0.308 0.546 0.314 0.409 0.499
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.19 0.336 0.342 0.255 0.260 0.781 0.640 0.406 0.493
B-splines 4 3 0.405 0.481 0.324 0.384 0.765 1.098 0.391 0.407
Partitioning 4 3 0.384 0.339 0.301 0.259 0.623 0.483 0.377 0.387
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.07 0.1 0.302 0.338 0.230 0.251 0.412 0.307 0.422 0.573
B-splines 7 5 0.427 0.447 0.341 0.360 0.919 0.931 0.406 0.424
Partitioning 7 5 0.382 0.406 0.295 0.308 0.546 0.314 0.409 0.499
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.13 0.19 0.356 0.342 0.266 0.261 0.883 0.644 0.401 0.491
B-splines 4 3 0.443 0.475 0.350 0.380 0.974 1.095 0.391 0.393
Partitioning 4 3 0.422 0.337 0.322 0.257 0.850 0.479 0.353 0.387
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.129 0.182 0.100 0.136 0.090 0.125 0.197 0.346
B-splines 1 1 0.127 0.179 0.098 0.134 0.090 0.125 0.187 0.340
Partitioning 1 1 0.127 0.179 0.098 0.134 0.090 0.125 0.187 0.340
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.26 0.190 0.250 0.137 0.179 0.133 0.170 0.388 0.411
B-splines 2 2 0.166 0.199 0.126 0.148 0.150 0.158 0.274 0.366
Partitioning 2 2 0.197 0.249 0.150 0.187 0.201 0.407 0.294 0.377
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.234 0.294 0.162 0.212 0.930 0.874 0.382 0.453
B-splines 5 5 0.262 0.289 0.193 0.212 0.933 0.907 0.381 0.392
Partitioning 5 5 0.315 0.418 0.241 0.319 0.899 0.785 0.392 0.499
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.25 0.238 0.285 0.164 0.204 0.927 0.893 0.389 0.414
B-splines 2 2 0.220 0.244 0.155 0.175 0.930 0.918 0.282 0.368
Partitioning 2 2 0.244 0.275 0.176 0.204 0.910 0.757 0.301 0.380
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.402 0.323 0.283 0.238 0.139 0.185 0.401 0.454
B-splines 5 5 0.386 0.349 0.305 0.261 0.217 0.199 0.416 0.427
Partitioning 5 5 0.346 0.410 0.260 0.309 0.177 0.263 0.411 0.499
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.21 0.328 0.328 0.239 0.242 0.170 0.184 0.436 0.451
B-splines 4 2 0.495 0.411 0.371 0.328 0.263 0.314 0.450 0.384
Partitioning 4 2 0.417 0.366 0.300 0.284 0.298 0.480 0.448 0.396
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.03 0.1 0.418 0.350 0.314 0.259 0.333 0.266 0.756 0.594
B-splines 16 5 0.449 0.483 0.314 0.346 0.385 0.341 0.723 1.186
Partitioning 16 5 0.555 0.416 0.410 0.312 0.588 0.263 1.129 0.557
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.15 0.515 0.371 0.318 0.268 0.231 0.215 1.810 0.703
B-splines 7 3 1.105 1.005 0.581 0.635 0.302 0.307 2.442 1.793
Partitioning 7 3 0.979 0.599 0.504 0.418 0.295 0.210 2.430 1.342
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.13 0.250 0.305 0.187 0.225 0.282 0.252 0.409 0.511
B-splines 5 4 0.266 0.264 0.211 0.202 0.422 0.326 0.382 0.385
Partitioning 5 4 0.301 0.360 0.234 0.272 0.322 0.591 0.392 0.439
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.24 0.236 0.273 0.181 0.204 0.407 0.333 0.391 0.420
B-splines 2 2 0.230 0.246 0.181 0.193 0.419 0.393 0.291 0.374
Partitioning 2 2 0.251 0.262 0.196 0.198 0.406 0.423 0.313 0.381
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.4 0.193 0.215 0.142 0.156 0.142 0.139 0.386 0.386
B-splines 2 1 0.162 0.196 0.124 0.146 0.169 0.146 0.254 0.357
Partitioning 2 1 0.185 0.196 0.143 0.146 0.236 0.146 0.268 0.357
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.25 0.200 0.250 0.146 0.180 0.152 0.171 0.392 0.412
B-splines 3 2 0.186 0.202 0.142 0.151 0.176 0.161 0.299 0.367
Partitioning 3 2 0.213 0.252 0.162 0.190 0.204 0.411 0.312 0.379

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and

MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.7: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=1000, 0> =1, X; ~ £(0.5,0.5), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.09 0.125 0.132 0.097 0.103 0.240 0.168 0.093 0.118
B-splines 10 5 0.109 0.317 0.086 0.230 0.242 1.000 0.077 0.149
Partitioning 10 5 0.144 0.152 0.111 0.116 0.296 0.222 0.089 0.111
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.18 0.187 0.178 0.126 0.126 0.686 0.576 0.075 0.127
B-splines 5 3 0.351 0.375 0.236 0.268 1.122 1.244 0.074 0.117
Partitioning 5 3 0.255 0.210 0.159 0.144 0.766 0.571 0.075 0.083
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.09 0.124 0.132 0.097 0.103 0.242 0.168 0.093 0.118
B-splines 10 5 0.109 0.317 0.085 0.230 0.242 1.000 0.077 0.146
Partitioning 10 5 0.144 0.152 0.111 0.116 0.296 0.222 0.089 0.111
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.18 0.215 0.180 0.134 0.127 0.822 0.585 0.075 0.125
B-splines 4 3 0.269 0.373 0.196 0.267 0.734 1.241 0.079 0.104
Partitioning 4 3 0.241 0.208 0.164 0.142 0.599 0.563 0.074 0.083
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.046 0.065 0.036 0.050 0.032 0.051 0.057 0.072
B-splines 1 1 0.045 0.063 0.035 0.049 0.032 0.051 0.055 0.071
Partitioning 1 1 0.045 0.063 0.035 0.049 0.032 0.051 0.055 0.071
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.3 0.062 0.087 0.047 0.067 0.051 0.072 0.075 0.090
B-splines 2 2 0.053 0.069 0.041 0.054 0.058 0.065 0.063 0.071
Partitioning 2 2 0.061 0.084 0.047 0.064 0.082 0.177 0.065 0.073
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.127 0.138 0.071 0.091 0.927 0.864 0.076 0.109
B-splines 5 5 0.135 0.140 0.081 0.090 0.932 0.905 0.075 0.087
Partitioning 5 5 0.146 0.170 0.096 0.123 0.891 0.760 0.075 0.111
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.28 0.28 0.126 0.137 0.069 0.087 0.939 0.898 0.075 0.092
B-splines 2 2 0.123 0.129 0.064 0.075 0.940 0.925 0.066 0.072
Partitioning 2 2 0.127 0.128 0.069 0.083 0.934 0.763 0.068 0.074
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.443 0.205 0.327 0.143 0.079 0.084 0.315 0.114
B-splines 5 5 0.360 0.259 0.305 0.201 0.243 0.194 0.238 0.165
Partitioning 5 5 0.255 0.165 0.196 0.123 0.082 0.121 0.251 0.111
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.21 0.207 0.210 0.150 0.146 0.091 0.084 0.202 0.112
B-splines 6 2 0.288 0.353 0.222 0.281 0.168 0.396 0.256 0.158
Partitioning 6 2 0.235 0.271 0.179 0.209 0.153 0.468 0.248 0.114
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.07 0.211 0.144 0.168 0.113 0.223 0.149 0.205 0.131
B-splines 32 7 0.221 0.177 0.170 0.134 0.268 0.095 0.168 0.125
Partitioning 32 7 0.280 0.176 0.217 0.136 0.424 0.143 0.221 0.138
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.13 0.618 0.228 0.387 0.172 0.121 0.106 1.469 0.120
B-splines 9 4 1.405 1.105 0.873 0.885 0.101 0.819 2.871 1.799
Partitioning 9 4 1.212 0.484 0.659 0.345 0.120 0.264 2.334 0.670
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.07 0.11 0.103 0.117 0.080 0.092 0.173 0.137 0.079 0.116
B-splines 7 4 0.135 0.130 0.103 0.102 0.340 0.311 0.076 0.096
Partitioning 7 4 0.129 0.128 0.099 0.098 0.204 0.317 0.076 0.100
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.25 0.133 0.126 0.097 0.097 0.424 0.318 0.077 0.095
B-splines 2 2 0.139 0.136 0.106 0.102 0.405 0.396 0.084 0.073
Partitioning 2 2 0.140 0.108 0.104 0.083 0.396 0.238 0.082 0.087
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.3 0.084 0.091 0.066 0.070 0.082 0.069 0.076 0.097
B-splines 4 2 0.092 0.076 0.072 0.059 0.130 0.072 0.074 0.072
Partitioning 4 2 0.101 0.090 0.079 0.070 0.153 0.203 0.075 0.073
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.29 0.082 0.088 0.064 0.068 0.082 0.074 0.078 0.090
B-splines 3 2 0.110 0.089 0.090 0.070 0.139 0.092 0.074 0.073
Partitioning 3 2 0.101 0.100 0.079 0.078 0.092 0.194 0.073 0.074

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.8: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=1000, 0> =1, X; ~ 3(1,1), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.08 0.127 0.133 0.099 0.103 0.220 0.151 0.111 0.139
B-splines 11 6 0.185 0.207 0.138 0.165 0.514 0.495 0.092 0.137
Partitioning 11 6 0.166 0.157 0.128 0.121 0.273 0.349 0.112 0.136
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.17 0.190 0.181 0.132 0.131 0.631 0.536 0.090 0.150
B-splines 5 3 0.407 0.408 0.287 0.305 1.218 1.216 0.092 0.111
Partitioning 5 3 0.283 0.230 0.176 0.162 0.820 0.581 0.089 0.093
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.08 0.127 0.133 0.099 0.103 0.221 0.151 0.111 0.139
B-splines 10 6 0.109 0.207 0.085 0.165 0.227 0.495 0.089 0.138
Partitioning 10 6 0.144 0.157 0.112 0.121 0.273 0.349 0.102 0.136
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.17 0.216 0.183 0.141 0.132 0.750 0.544 0.089 0.148
B-splines 4 3 0.305 0.408 0.230 0.305 0.773 1.216 0.096 0.102
Partitioning 4 3 0.257 0.229 0.181 0.161 0.578 0.580 0.088 0.093
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.046 0.064 0.035 0.049 0.031 0.047 0.061 0.084
B-splines 1 1 0.044 0.063 0.035 0.049 0.031 0.047 0.058 0.083
Partitioning 1 1 0.044 0.063 0.035 0.049 0.031 0.047 0.058 0.083
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.28 0.29 0.062 0.087 0.047 0.065 0.047 0.065 0.088 0.099
B-splines 2 2 0.053 0.069 0.041 0.053 0.055 0.059 0.070 0.084
Partitioning 2 2 0.062 0.085 0.047 0.065 0.079 0.161 0.073 0.084
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.137 0.147 0.075 0.094 0.927 0.863 0.089 0.119
B-splines 5 5 0.145 0.149 0.085 0.094 0.931 0.904 0.088 0.097
Partitioning 5 5 0.155 0.175 0.101 0.128 0.892 0.758 0.089 0.127
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.26 0.28 0.137 0.146 0.073 0.090 0.935 0.894 0.088 0.101
B-splines 2 2 0.134 0.140 0.069 0.080 0.935 0.921 0.076 0.085
Partitioning 2 2 0.138 0.135 0.075 0.088 0.925 0.741 0.079 0.086
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.421 0.210 0.301 0.147 0.075 0.076 0.251 0.125
B-splines 5 5 0.351 0.264 0.296 0.205 0.217 0.170 0.169 0.189
Partitioning 5 5 0.247 0.167 0.185 0.124 0.075 0.106 0.212 0.127
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.2 0.209 0.209 0.147 0.146 0.080 0.077 0.195 0.129
B-splines 6 2 0.291 0.356 0.225 0.290 0.158 0.343 0.208 0.143
Partitioning 6 2 0.232 0.266 0.172 0.207 0.129 0.379 0.221 0.115
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.07 0.201 0.141 0.158 0.110 0.184 0.128 0.237 0.151
B-splines 29 7 0.212 0.160 0.158 0.116 0.137 0.092 0.238 0.156
Partitioning 29 7 0.267 0.174 0.204 0.133 0.175 0.125 0.269 0.152
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.13 0.517 0.209 0.298 0.155 0.107 0.094 1.430 0.152
B-splines 9 4 1.169 0.939 0.642 0.723 0.099 0.635 2.775 1.738
Partitioning 9 4 1.011 0.411 0.492 0.280 0.109 0.237 2.324 0.691
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.07 0.11 0.104 0.118 0.081 0.091 0.160 0.123 0.093 0.135
B-splines 7 4 0.142 0.136 0.111 0.108 0.336 0.300 0.090 0.109
Partitioning 7 4 0.131 0.128 0.102 0.098 0.201 0.281 0.090 0.111
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.24 0.140 0.128 0.103 0.099 0.408 0.300 0.091 0.106
B-splines 2 2 0.149 0.145 0.114 0.112 0.407 0.383 0.092 0.088
Partitioning 2 2 0.149 0.107 0.113 0.083 0.387 0.207 0.092 0.097
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.31 0.082 0.089 0.063 0.067 0.071 0.061 0.090 0.102
B-splines 4 2 0.089 0.075 0.069 0.057 0.118 0.066 0.086 0.085
Partitioning 4 2 0.098 0.090 0.076 0.069 0.139 0.182 0.087 0.085
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.28 0.080 0.087 0.062 0.066 0.075 0.067 0.091 0.100
B-splines 3 2 0.105 0.085 0.084 0.065 0.124 0.078 0.088 0.088
Partitioning 3 2 0.097 0.097 0.075 0.075 0.085 0.173 0.083 0.088

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.9: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=1000, 0> =1, X; ~ 3(2,2), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.04 0.08 0.132 0.136 0.102 0.101 0.196 0.134 0.169 0.209
B-splines 11 6 0.203 0.225 0.157 0.186 0.498 0.463 0.137 0.195
Partitioning 11 6 0.173 0.159 0.133 0.121 0.264 0.282 0.158 0.194
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.16 0.191 0.185 0.139 0.138 0.545 0.470 0.140 0.218
B-splines 5 3 0.381 0.455 0.275 0.363 0.951 1.150 0.133 0.141
Partitioning 5 3 0.274 0.256 0.182 0.190 0.653 0.566 0.138 0.134
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.04 0.08 0.131 0.136 0.101 0.101 0.197 0.134 0.169 0.209
B-splines 11 6 0.203 0.225 0.157 0.186 0.498 0.463 0.137 0.196
Partitioning 11 6 0.172 0.159 0.133 0.121 0.264 0.282 0.158 0.194
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.16 0.212 0.187 0.149 0.139 0.633 0.476 0.139 0.216
B-splines 5 3 0.446 0.454 0.343 0.363 1.145 1.150 0.147 0.142
Partitioning 5 3 0.314 0.256 0.203 0.190 0.783 0.566 0.133 0.134
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.046 0.064 0.035 0.048 0.032 0.044 0.070 0.120
B-splines 1 1 0.045 0.064 0.035 0.048 0.032 0.044 0.067 0.118
Partitioning 1 1 0.045 0.064 0.035 0.048 0.032 0.044 0.067 0.118
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.26 0.28 0.064 0.087 0.046 0.063 0.044 0.057 0.129 0.137
B-splines 2 2 0.055 0.069 0.042 0.052 0.053 0.054 0.088 0.126
Partitioning 2 2 0.065 0.086 0.049 0.065 0.075 0.142 0.094 0.128
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.156 0.162 0.084 0.101 0.923 0.858 0.131 0.156
B-splines 5 5 0.163 0.166 0.095 0.103 0.926 0.895 0.132 0.135
Partitioning 5 5 0.171 0.187 0.111 0.136 0.887 0.753 0.134 0.173
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.26 0.156 0.162 0.084 0.099 0.923 0.883 0.131 0.140
B-splines 2 2 0.154 0.157 0.083 0.091 0.921 0.907 0.104 0.128
Partitioning 2 2 0.157 0.146 0.089 0.097 0.903 0.681 0.110 0.130
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.361 0.211 0.244 0.146 0.069 0.065 0.162 0.163
B-splines 5 5 0.323 0.259 0.266 0.192 0.173 0.126 0.174 0.222
Partitioning 5 5 0.228 0.168 0.160 0.124 0.064 0.092 0.168 0.173
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.18 0.210 0.203 0.140 0.140 0.067 0.068 0.203 0.183
B-splines 5 3 0.317 0.317 0.259 0.256 0.166 0.234 0.181 0.143
Partitioning 5 3 0.227 0.227 0.159 0.165 0.070 0.145 0.174 0.145
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.08 0.184 0.141 0.138 0.104 0.142 0.104 0.329 0.220
B-splines 24 6 0.194 0.196 0.135 0.123 0.166 0.095 0.301 0.526
Partitioning 24 6 0.243 0.166 0.178 0.124 0.254 0.251 0.370 0.202
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.13 0.343 0.169 0.178 0.120 0.094 0.081 1.306 0.244
B-splines 9 4 0.767 0.725 0.331 0.492 0.095 0.387 2.441 1.599
Partitioning 9 4 0.671 0.342 0.274 0.212 0.097 0.189 2.175 0.847
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.1 0.107 0.120 0.082 0.090 0.144 0.109 0.144 0.195
B-splines 7 5 0.154 0.161 0.124 0.129 0.325 0.334 0.139 0.144
Partitioning 7 5 0.136 0.144 0.106 0.110 0.192 0.112 0.140 0.173
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.18 0.22 0.147 0.130 0.112 0.100 0.373 0.264 0.135 0.151
B-splines 3 2 0.169 0.159 0.131 0.128 0.412 0.361 0.114 0.143
Partitioning 3 2 0.166 0.108 0.130 0.082 0.380 0.164 0.127 0.132
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.13 0.32 0.080 0.087 0.059 0.062 0.061 0.054 0.137 0.136
B-splines 4 2 0.083 0.074 0.063 0.055 0.100 0.058 0.125 0.128
Partitioning 4 2 0.096 0.090 0.073 0.068 0.118 0.154 0.128 0.130
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.16 0.27 0.079 0.088 0.059 0.064 0.068 0.059 0.137 0.138
B-splines 3 2 0.096 0.079 0.075 0.058 0.108 0.063 0.129 0.133
Partitioning 3 2 0.091 0.093 0.070 0.070 0.084 0.149 0.117 0.135

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.10: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=1000, 0% =4, X; ~ £$(0.5,0.5), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.1 0.218 0.243 0.170 0.190 0.394 0.293 0.164 0.234
B-splines 8 5 0.198 0.353 0.156 0.267 0.271 1.008 0.149 0.210
Partitioning 8 5 0.257 0.288 0.199 0.221 0.426 0.306 0.156 0.222
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.19 0.247 0.254 0.181 0.193 0.761 0.645 0.150 0.241
B-splines 4 3 0.327 0.395 0.240 0.291 0.852 1.218 0.149 0.174
Partitioning 4 3 0.294 0.262 0.215 0.195 0.670 0.518 0.150 0.159
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.1 0.217 0.243 0.170 0.190 0.396 0.293 0.163 0.234
B-splines 8 5 0.197 0.353 0.155 0.267 0.271 1.008 0.149 0.209
Partitioning 8 5 0.257 0.288 0.198 0.221 0.426 0.306 0.156 0.222
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.13 0.19 0.271 0.255 0.189 0.194 0.907 0.653 0.151 0.239
B-splines 4 3 0.347 0.387 0.252 0.286 1.017 1.214 0.155 0.160
Partitioning 4 3 0.322 0.259 0.224 0.193 0.881 0.505 0.148 0.160
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.093 0.129 0.072 0.101 0.064 0.102 0.115 0.143
B-splines 1 1 0.090 0.127 0.070 0.099 0.063 0.102 0.109 0.143
Partitioning 1 1 0.090 0.127 0.070 0.099 0.063 0.102 0.109 0.143
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.27 0.132 0.177 0.101 0.137 0.114 0.151 0.151 0.188
B-splines 2 2 0.114 0.140 0.089 0.110 0.123 0.134 0.132 0.143
Partitioning 2 2 0.136 0.176 0.104 0.135 0.170 0.381 0.136 0.146
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.171 0.214 0.118 0.160 0.933 0.877 0.152 0.218
B-splines 5 5 0.191 0.209 0.138 0.155 0.939 0.915 0.150 0.173
Partitioning 5 5 0.227 0.298 0.169 0.227 0.902 0.790 0.150 0.222
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.26 0.171 0.206 0.118 0.152 0.935 0.900 0.151 0.190
B-splines 2 2 0.159 0.178 0.106 0.126 0.945 0.931 0.133 0.143
Partitioning 2 2 0.176 0.199 0.121 0.146 0.937 0.815 0.137 0.147
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.457 0.261 0.344 0.199 0.128 0.168 0.342 0.221
B-splines 5 5 0.385 0.302 0.321 0.237 0.267 0.233 0.272 0.222
Partitioning 5 5 0.308 0.295 0.239 0.226 0.160 0.242 0.283 0.222
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.22 0.264 0.272 0.201 0.206 0.176 0.168 0.246 0.212
B-splines 5 2 0.367 0.376 0.302 0.299 0.238 0.410 0.278 0.201
Partitioning 5 2 0.306 0.318 0.237 0.246 0.211 0.543 0.283 0.175
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.08 0.368 0.279 0.293 0.218 0.385 0.276 0.361 0.247
B-splines 24 6 0.388 0.336 0.297 0.259 0.463 0.233 0.250 0.386
Partitioning 24 6 0.486 0.324 0.378 0.249 0.726 0.708 0.373 0.239
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.14 0.659 0.294 0.450 0.233 0.233 0.208 1.521 0.229
B-splines 9 3 1.415 1.391 0.904 1.101 0.178 0.898 2.873 2.210
Partitioning 9 3 1.234 0.675 0.733 0.508 0.223 0.394 2.337 0.990
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.13 0.180 0.218 0.141 0.171 0.271 0.239 0.152 0.226
B-splines 5 4 0.196 0.195 0.153 0.154 0.434 0.343 0.150 0.164
Partitioning 5 4 0.216 0.254 0.166 0.195 0.323 0.596 0.150 0.199
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.25 0.175 0.199 0.135 0.156 0.424 0.345 0.152 0.193
B-splines 2 2 0.174 0.183 0.134 0.143 0.430 0.415 0.143 0.144
Partitioning 2 2 0.186 0.189 0.142 0.146 0.423 0.404 0.145 0.154
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.14 0.36 0.152 0.164 0.119 0.127 0.142 0.126 0.154 0.164
B-splines 3 1 0.158 0.163 0.127 0.129 0.166 0.161 0.143 0.144
Partitioning 3 1 0.169 0.163 0.132 0.129 0.135 0.161 0.145 0.144
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.26 0.146 0.177 0.114 0.137 0.141 0.152 0.152 0.188
B-splines 3 2 0.154 0.147 0.121 0.115 0.188 0.144 0.144 0.143
Partitioning 3 2 0.165 0.180 0.128 0.139 0.188 0.384 0.145 0.147

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.11: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=1000, 0 = 4, X; ~ 3(1,1), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.1 0.222 0.244 0.173 0.189 0.363 0.263 0.194 0.274
B-splines 8 5 0.199 0.377 0.157 0.293 0.240 0.984 0.177 0.242
Partitioning 8 5 0.257 0.289 0.200 0.222 0.377 0.282 0.181 0.253
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.18 0.255 0.260 0.189 0.198 0.723 0.612 0.179 0.278
B-splines 4 3 0.379 0.425 0.283 0.323 0.981 1.197 0.177 0.182
Partitioning 4 3 0.318 0.280 0.233 0.212 0.714 0.533 0.178 0.182
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.1 0.221 0.244 0.172 0.189 0.365 0.263 0.193 0.274
B-splines 8 5 0.198 0.377 0.156 0.293 0.240 0.984 0.177 0.240
Partitioning 8 5 0.257 0.289 0.200 0.222 0.376 0.282 0.181 0.253
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.18 0.277 0.261 0.198 0.199 0.847 0.618 0.179 0.275
B-splines 4 3 0.351 0.420 0.267 0.320 0.884 1.194 0.185 0.176
Partitioning 4 3 0.325 0.277 0.238 0.210 0.753 0.525 0.173 0.183
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.091 0.128 0.071 0.099 0.062 0.094 0.121 0.167
B-splines 1 1 0.089 0.126 0.069 0.097 0.062 0.094 0.116 0.166
Partitioning 1 1 0.089 0.126 0.069 0.097 0.062 0.094 0.116 0.166
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.26 0.131 0.176 0.099 0.133 0.103 0.136 0.178 0.206
B-splines 2 2 0.115 0.140 0.089 0.107 0.115 0.123 0.147 0.169
Partitioning 2 2 0.137 0.176 0.105 0.134 0.159 0.340 0.154 0.170
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.178 0.218 0.120 0.159 0.933 0.875 0.179 0.239
B-splines 5 5 0.197 0.215 0.141 0.157 0.938 0.912 0.177 0.192
Partitioning 5 5 0.232 0.301 0.173 0.230 0.902 0.782 0.177 0.253
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.26 0.179 0.212 0.120 0.153 0.933 0.898 0.179 0.209
B-splines 2 2 0.169 0.185 0.110 0.128 0.942 0.926 0.151 0.169
Partitioning 2 2 0.185 0.204 0.126 0.149 0.932 0.784 0.158 0.170
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.435 0.264 0.317 0.200 0.118 0.151 0.293 0.242
B-splines 5 5 0.375 0.306 0.312 0.239 0.239 0.207 0.227 0.252
Partitioning 5 5 0.302 0.296 0.230 0.227 0.145 0.211 0.260 0.253
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.21 0.266 0.270 0.199 0.203 0.153 0.151 0.252 0.243
B-splines 5 2 0.368 0.379 0.303 0.307 0.224 0.364 0.236 0.204
Partitioning 5 2 0.301 0.314 0.230 0.246 0.168 0.458 0.263 0.191
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.08 0.351 0.271 0.276 0.209 0.317 0.235 0.415 0.286
B-splines 22 6 0.371 0.306 0.276 0.225 0.391 0.200 0.400 0.459
Partitioning 22 6 0.465 0.320 0.356 0.246 0.607 0.626 0.448 0.274
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.14 0.568 0.280 0.367 0.217 0.203 0.183 1.509 0.270
B-splines 9 3 1.181 1.244 0.678 0.929 0.166 0.672 2.781 2.140
Partitioning 9 3 1.038 0.627 0.571 0.454 0.197 0.330 2.332 1.103
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.12 0.183 0.219 0.142 0.169 0.253 0.215 0.180 0.261
B-splines 5 4 0.203 0.199 0.159 0.157 0.428 0.328 0.178 0.187
Partitioning 5 4 0.218 0.254 0.170 0.195 0.316 0.522 0.178 0.222
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.25 0.181 0.202 0.140 0.157 0.414 0.331 0.181 0.215
B-splines 2 2 0.183 0.190 0.142 0.149 0.427 0.403 0.163 0.171
Partitioning 2 2 0.195 0.190 0.150 0.146 0.413 0.364 0.168 0.177
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.15 0.36 0.148 0.161 0.113 0.121 0.124 0.112 0.184 0.181
B-splines 3 1 0.155 0.158 0.122 0.123 0.147 0.138 0.167 0.174
Partitioning 3 1 0.167 0.158 0.130 0.123 0.122 0.138 0.167 0.174
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.26 0.145 0.176 0.111 0.133 0.128 0.137 0.180 0.207
B-splines 3 2 0.148 0.145 0.115 0.112 0.161 0.129 0.163 0.170
Partitioning 3 2 0.161 0.179 0.124 0.138 0.167 0.346 0.165 0.171

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.12: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=1000, 0% =4, X; ~ 3(2,2), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.1 0.230 0.249 0.177 0.186 0.325 0.234 0.300 0.401
B-splines 8 5 0.204 0.413 0.158 0.333 0.202 0.931 0.279 0.318
Partitioning 8 5 0.260 0.292 0.200 0.223 0.324 0.259 0.280 0.346
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.17 0.268 0.270 0.203 0.206 0.666 0.559 0.279 0.382
B-splines 5 3 0.456 0.471 0.356 0.375 1.088 1.141 0.268 0.270
Partitioning 5 3 0.358 0.309 0.265 0.240 0.757 0.547 0.269 0.266
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.1 0.229 0.249 0.176 0.186 0.326 0.234 0.300 0.401
B-splines 8 5 0.203 0.413 0.157 0.333 0.202 0.931 0.279 0.316
Partitioning 8 5 0.259 0.292 0.200 0.223 0.324 0.259 0.280 0.346
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.18 0.287 0.271 0.213 0.206 0.761 0.563 0.277 0.380
B-splines 4 3 0.387 0.469 0.310 0.374 0.843 1.140 0.275 0.267
Partitioning 4 3 0.341 0.308 0.263 0.239 0.645 0.542 0.257 0.266
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.092 0.129 0.071 0.096 0.064 0.088 0.140 0.241
B-splines 1 1 0.090 0.127 0.070 0.095 0.064 0.088 0.133 0.236
Partitioning 1 1 0.090 0.127 0.070 0.095 0.064 0.088 0.133 0.236
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.26 0.134 0.177 0.097 0.128 0.092 0.119 0.266 0.281
B-splines 2 2 0.118 0.141 0.090 0.105 0.107 0.111 0.191 0.254
Partitioning 2 2 0.140 0.177 0.106 0.133 0.143 0.290 0.205 0.259
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.193 0.228 0.126 0.161 0.926 0.866 0.263 0.313
B-splines 5 5 0.211 0.228 0.147 0.161 0.930 0.902 0.263 0.267
Partitioning 5 5 0.244 0.309 0.181 0.235 0.893 0.771 0.269 0.346
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.25 0.195 0.224 0.127 0.156 0.923 0.887 0.267 0.284
B-splines 2 2 0.186 0.199 0.122 0.135 0.924 0.912 0.200 0.255
Partitioning 2 2 0.200 0.213 0.136 0.154 0.909 0.721 0.213 0.260
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.379 0.266 0.262 0.195 0.105 0.128 0.280 0.316
B-splines 5 5 0.350 0.302 0.282 0.226 0.193 0.162 0.287 0.320
Partitioning 5 5 0.287 0.298 0.212 0.225 0.122 0.183 0.288 0.347
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.19 0.269 0.267 0.193 0.195 0.126 0.131 0.317 0.337
B-splines 5 2 0.381 0.369 0.297 0.297 0.196 0.279 0.310 0.264
Partitioning 5 2 0.306 0.305 0.223 0.235 0.159 0.318 0.312 0.269
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.03 0.09 0.319 0.259 0.240 0.192 0.244 0.193 0.567 0.413
B-splines 18 5 0.342 0.453 0.237 0.326 0.292 0.324 0.953 1.160
Partitioning 18 5 0.423 0.306 0.310 0.228 0.443 0.183 1.472 0.417
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.14 0.416 0.261 0.251 0.190 0.174 0.155 1.462 0.428
B-splines 9 3 0.854 0.985 0.412 0.625 0.179 0.319 2.478 1.759
Partitioning 9 3 0.762 0.553 0.376 0.374 0.237 0.182 2.266 1.292
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.12 0.189 0.224 0.143 0.166 0.227 0.189 0.281 0.365
B-splines 6 4 0.182 0.205 0.142 0.161 0.198 0.301 0.273 0.265
Partitioning 6 4 0.225 0.255 0.174 0.194 0.264 0.433 0.277 0.299
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.24 0.192 0.207 0.148 0.158 0.391 0.303 0.270 0.294
B-splines 3 2 0.198 0.202 0.156 0.160 0.408 0.376 0.213 0.262
Partitioning 3 2 0.207 0.192 0.164 0.146 0.389 0.303 0.226 0.261
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.37 0.144 0.158 0.106 0.114 0.106 0.101 0.275 0.264
B-splines 3 1 0.149 0.150 0.116 0.112 0.130 0.115 0.231 0.259
Partitioning 3 1 0.164 0.150 0.126 0.112 0.110 0.115 0.231 0.259
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.25 0.146 0.178 0.107 0.128 0.114 0.119 0.270 0.282
B-splines 3 2 0.142 0.144 0.109 0.107 0.142 0.115 0.218 0.257
Partitioning 3 2 0.157 0.179 0.120 0.136 0.149 0.292 0.223 0.261

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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C.1.2 QUANTILE CELL BOUNDARIES
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Table C.13: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=500, 0% =1, X; ~ 3(0.5,0.5), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.09 0.164 0.178 0.128 0.139 0.305 0.219 0.124 0.169
B-splines 9 5 0.270 0.343 0.195 0.251 0.787 1.065 0.134 0.192
Partitioning 9 5 0.229 0.218 0.173 0.167 0.444 0.317 0.192 0.167
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.19 0.229 0.216 0.159 0.158 0.804 0.655 0.106 0.164
B-splines 4 2 0.350 0.380 0.246 0.274 0.946 1.202 0.108 0.145
Partitioning 4 2 0.287 0.225 0.203 0.160 0.641 0.520 0.106 0.115
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.09 0.164 0.178 0.128 0.139 0.307 0.219 0.123 0.169
B-splines 9 5 0.269 0.343 0.194 0.251 0.787 1.065 0.134 0.186
Partitioning 9 5 0.228 0.218 0.172 0.167 0.444 0.317 0.192 0.167
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.14 0.19 0.258 0.218 0.167 0.159 0.945 0.664 0.107 0.162
B-splines 3 2 0.393 0.367 0.272 0.266 1.320 1.192 0.116 0.122
Partitioning 3 2 0.353 0.216 0.227 0.154 1.122 0.487 0.105 0.118
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.065 0.091 0.050 0.071 0.045 0.072 0.081 0.102
B-splines 1 1 0.063 0.089 0.049 0.069 0.045 0.072 0.078 0.102
Partitioning 1 1 0.063 0.089 0.049 0.069 0.045 0.072 0.078 0.102
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.3 0.087 0.122 0.066 0.094 0.072 0.102 0.106 0.130
B-splines 2 2 0.074 0.097 0.057 0.075 0.078 0.090 0.089 0.102
Partitioning 2 2 0.085 0.119 0.065 0.090 0.110 0.192 0.092 0.103
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.142 0.166 0.090 0.119 0.929 0.866 0.108 0.156
B-splines 5 5 0.155 0.166 0.103 0.116 0.941 0.915 0.106 0.134
Partitioning 5 5 0.177 0.221 0.127 0.167 0.904 0.788 0.107 0.167
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.29 0.29 0.140 0.162 0.085 0.112 0.943 0.902 0.106 0.129
B-splines 2 2 0.134 0.146 0.077 0.094 0.948 0.930 0.092 0.102
Partitioning 2 2 0.139 0.151 0.085 0.105 0.911 0.771 0.096 0.104
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.447 0.224 0.332 0.164 0.098 0.120 0.323 0.159
B-splines 5 5 0.293 0.282 0.225 0.222 0.187 0.243 0.273 0.213
Partitioning 5 5 0.262 0.237 0.199 0.181 0.111 0.163 0.247 0.167
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.23 0.244 0.240 0.181 0.173 0.120 0.119 0.231 0.145
B-splines 5 2 0.295 0.363 0.227 0.288 0.188 0.394 0.273 0.173
Partitioning 5 2 0.263 0.292 0.199 0.225 0.113 0.331 0.248 0.135
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.07 0.280 0.207 0.222 0.161 0.297 0.201 0.279 0.185
B-splines 28 7 0.257 0.208 0.201 0.168 0.234 0.212 0.294 0.204
Partitioning 28 7 0.345 0.238 0.268 0.183 0.337 0.196 0.368 0.201
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.15 0.754 0.359 0.477 0.273 0.158 0.144 1.900 0.484
B-splines 8 3 0.960 1.418 0.553 1.122 0.174 0.677 1.857 2.355
Partitioning 8 3 0.858 0.608 0.491 0.455 0.219 0.151 1.353 0.890
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.08 0.12 0.135 0.159 0.106 0.125 0.216 0.179 0.109 0.164
B-splines 6 4 0.146 0.158 0.115 0.125 0.279 0.349 0.107 0.128
Partitioning 6 4 0.165 0.181 0.129 0.139 0.220 0.262 0.113 0.156
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.27 0.148 0.155 0.111 0.121 0.439 0.340 0.108 0.132
B-splines 2 2 0.152 0.152 0.116 0.117 0.430 0.407 0.116 0.103
Partitioning 2 2 0.153 0.141 0.115 0.108 0.394 0.282 0.115 0.113
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.33 0.112 0.121 0.087 0.093 0.109 0.093 0.107 0.125
B-splines 4 1 0.111 0.135 0.087 0.109 0.126 0.144 0.106 0.104
Partitioning 4 1 0.132 0.135 0.102 0.109 0.171 0.144 0.107 0.104
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.29 0.107 0.123 0.084 0.095 0.110 0.104 0.109 0.130
B-splines 2 2 0.128 0.113 0.102 0.088 0.152 0.113 0.104 0.103
Partitioning 2 2 0.126 0.131 0.098 0.102 0.126 0.205 0.105 0.104

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.14: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=>500, 0> =1, X; ~ 3(1,1), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.09 0.168 0.181 0.132 0.140 0.282 0.199 0.149 0.200
B-splines 9 5 0.240 0.349 0.180 0.266 0.606 0.956 0.127 0.199
Partitioning 9 5 0.216 0.208 0.166 0.160 0.337 0.226 0.138 0.182
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.18 0.234 0.222 0.167 0.165 0.745 0.610 0.128 0.191
B-splines 4 3 0.331 0.409 0.245 0.307 0.848 1.180 0.129 0.139
Partitioning 4 3 0.268 0.227 0.196 0.167 0.520 0.473 0.128 0.130
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.09 0.168 0.181 0.131 0.140 0.284 0.199 0.149 0.200
B-splines 9 5 0.239 0.349 0.179 0.266 0.606 0.956 0.127 0.196
Partitioning 9 5 0.216 0.208 0.166 0.160 0.337 0.226 0.138 0.182
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.13 0.19 0.261 0.224 0.177 0.166 0.871 0.619 0.129 0.189
B-splines 4 3 0.350 0.402 0.257 0.304 0.986 1.173 0.141 0.131
Partitioning 4 3 0.300 0.223 0.207 0.164 0.741 0.455 0.123 0.132
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.065 0.091 0.051 0.070 0.045 0.068 0.086 0.119
B-splines 1 1 0.063 0.090 0.049 0.069 0.045 0.068 0.082 0.118
Partitioning 1 1 0.063 0.090 0.049 0.069 0.045 0.068 0.082 0.118
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.28 0.29 0.089 0.123 0.067 0.093 0.068 0.093 0.126 0.143
B-splines 2 2 0.076 0.098 0.059 0.075 0.076 0.084 0.098 0.120
Partitioning 2 2 0.088 0.120 0.067 0.092 0.107 0.183 0.102 0.121
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.153 0.174 0.094 0.121 0.927 0.864 0.128 0.172
B-splines 5 5 0.164 0.174 0.109 0.120 0.928 0.902 0.126 0.138
Partitioning 5 5 0.184 0.224 0.131 0.170 0.879 0.735 0.127 0.182
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.28 0.152 0.171 0.091 0.115 0.937 0.897 0.126 0.143
B-splines 2 2 0.145 0.156 0.084 0.100 0.939 0.923 0.102 0.120
Partitioning 2 2 0.150 0.158 0.093 0.110 0.898 0.732 0.107 0.122
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.426 0.229 0.307 0.168 0.092 0.107 0.267 0.176
B-splines 5 5 0.365 0.276 0.299 0.214 0.216 0.178 0.197 0.207
Partitioning 5 5 0.264 0.222 0.198 0.168 0.108 0.161 0.229 0.183
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.21 0.246 0.237 0.179 0.172 0.106 0.106 0.227 0.168
B-splines 5 2 0.373 0.374 0.304 0.305 0.217 0.358 0.196 0.167
Partitioning 5 2 0.272 0.293 0.202 0.229 0.113 0.322 0.228 0.142
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.07 0.268 0.203 0.210 0.155 0.250 0.177 0.320 0.214
B-splines 25 6 0.301 0.291 0.217 0.207 0.224 0.147 0.449 0.499
Partitioning 25 6 0.359 0.238 0.272 0.182 0.324 0.274 0.513 0.205
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.14 0.632 0.323 0.370 0.240 0.142 0.127 1.833 0.433
B-splines 8 3 1.401 1.394 0.810 1.042 0.178 0.629 2.978 2.342
Partitioning 8 3 1.221 0.706 0.619 0.513 0.215 0.129 2.675 1.297
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.08 0.12 0.139 0.162 0.108 0.125 0.200 0.162 0.131 0.192
B-splines 6 4 0.139 0.160 0.110 0.127 0.220 0.314 0.128 0.140
Partitioning 6 4 0.162 0.181 0.126 0.139 0.197 0.258 0.128 0.159
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.26 0.157 0.159 0.119 0.124 0.424 0.323 0.130 0.148
B-splines 2 2 0.160 0.162 0.124 0.126 0.414 0.393 0.126 0.123
Partitioning 2 2 0.161 0.142 0.124 0.109 0.373 0.253 0.127 0.129
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.13 0.33 0.110 0.120 0.085 0.091 0.095 0.084 0.128 0.136
B-splines 4 1 0.114 0.131 0.088 0.103 0.123 0.125 0.122 0.129
Partitioning 4 1 0.134 0.131 0.104 0.103 0.166 0.125 0.125 0.129
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.28 0.107 0.124 0.082 0.094 0.101 0.094 0.129 0.144
B-splines 3 2 0.119 0.111 0.093 0.085 0.124 0.100 0.118 0.123
Partitioning 3 2 0.122 0.130 0.094 0.100 0.109 0.194 0.118 0.123

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.15: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=>500, 0% =1, X; ~ 3(2,2), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.09 0.173 0.182 0.133 0.136 0.252 0.176 0.231 0.307
B-splines 10 5 0.167 0.340 0.130 0.272 0.235 0.771 0.199 0.213
Partitioning 10 5 0.206 0.202 0.160 0.154 0.256 0.173 0.201 0.212
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.17 0.236 0.225 0.174 0.170 0.649 0.536 0.205 0.273
B-splines 5 3 0.364 0.443 0.282 0.353 0.876 1.093 0.183 0.223
Partitioning 5 3 0.241 0.195 0.178 0.147 0.473 0.310 0.196 0.193
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.09 0.173 0.182 0.132 0.136 0.253 0.176 0.230 0.307
B-splines 10 5 0.166 0.340 0.130 0.272 0.235 0.771 0.199 0.215
Partitioning 10 5 0.205 0.202 0.159 0.154 0.256 0.173 0.201 0.212
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.17 0.259 0.227 0.185 0.171 0.744 0.542 0.203 0.270
B-splines 4 3 0.288 0.442 0.223 0.352 0.622 1.092 0.195 0.221
Partitioning 4 3 0.221 0.194 0.165 0.147 0.330 0.307 0.171 0.193
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.065 0.091 0.050 0.068 0.045 0.063 0.098 0.173
B-splines 1 1 0.063 0.090 0.049 0.067 0.045 0.063 0.094 0.170
Partitioning 1 1 0.063 0.090 0.049 0.067 0.045 0.063 0.094 0.170
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.26 0.28 0.091 0.123 0.066 0.088 0.062 0.082 0.188 0.201
B-splines 2 2 0.078 0.098 0.059 0.073 0.073 0.077 0.124 0.182
Partitioning 2 2 0.091 0.122 0.070 0.091 0.105 0.174 0.131 0.187
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.169 0.186 0.101 0.125 0.923 0.859 0.191 0.226
B-splines 5 5 0.178 0.187 0.117 0.127 0.900 0.877 0.174 0.193
Partitioning 5 5 0.193 0.226 0.136 0.171 0.832 0.644 0.180 0.212
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.27 0.169 0.184 0.100 0.121 0.926 0.885 0.189 0.204
B-splines 2 2 0.163 0.172 0.096 0.108 0.923 0.910 0.137 0.185
Partitioning 2 2 0.167 0.167 0.105 0.116 0.873 0.678 0.147 0.190
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.367 0.230 0.251 0.164 0.083 0.093 0.224 0.229
B-splines 5 5 0.474 0.248 0.346 0.177 0.147 0.097 0.379 0.201
Partitioning 5 5 0.399 0.234 0.273 0.178 0.107 0.161 0.319 0.221
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.2 0.245 0.229 0.169 0.164 0.090 0.094 0.256 0.238
B-splines 5 2 0.497 0.368 0.356 0.300 0.148 0.279 0.371 0.204
Partitioning 5 2 0.435 0.282 0.293 0.219 0.138 0.257 0.347 0.203
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.08 0.240 0.190 0.181 0.140 0.193 0.144 0.443 0.323
B-splines 21 6 0.649 0.464 0.325 0.321 0.204 0.225 2.148 1.218
Partitioning 21 6 0.609 0.296 0.341 0.217 0.289 0.283 1.888 0.591
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.14 0.419 0.257 0.223 0.180 0.125 0.111 1.649 0.403
B-splines 8 3 1.531 1.086 0.788 0.698 0.165 0.406 1.652 1.720
Partitioning 8 3 1.406 0.684 0.643 0.460 0.213 0.122 1.892 1.534
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.07 0.11 0.142 0.163 0.108 0.121 0.180 0.143 0.208 0.276
B-splines 6 4 0.127 0.157 0.100 0.125 0.156 0.251 0.183 0.195
Partitioning 6 4 0.158 0.180 0.122 0.137 0.195 0.254 0.188 0.200
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.24 0.166 0.162 0.128 0.124 0.392 0.289 0.195 0.212
B-splines 2 2 0.173 0.174 0.137 0.140 0.392 0.365 0.147 0.196
Partitioning 2 2 0.168 0.141 0.132 0.107 0.327 0.215 0.167 0.192
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.15 0.34 0.108 0.116 0.079 0.084 0.082 0.074 0.206 0.195
B-splines 3 1 0.108 0.119 0.082 0.090 0.094 0.098 0.162 0.202
Partitioning 3 1 0.119 0.119 0.092 0.090 0.086 0.098 0.160 0.202
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.27 0.106 0.124 0.079 0.089 0.090 0.084 0.197 0.203
B-splines 3 2 0.103 0.106 0.078 0.079 0.093 0.085 0.152 0.187
Partitioning 3 2 0.113 0.127 0.086 0.096 0.099 0.181 0.151 0.192

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.16: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=>500, 02 =4, X; ~ 3(0.5,0.5), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.07 0.11 0.290 0.330 0.226 0.258 0.494 0.383 0.223 0.333
B-splines 7 4 0.396 0.369 0.299 0.288 1.054 0.938 0.215 0.275
Partitioning 7 4 0.381 0.366 0.292 0.282 0.674 0.546 0.256 0.312
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.13 0.2 0.310 0.325 0.232 0.251 0.885 0.744 0.214 0.315
B-splines 4 2 0.412 0.418 0.306 0.314 1.097 1.201 0.220 0.230
Partitioning 4 2 0.383 0.318 0.284 0.240 0.895 0.568 0.212 0.225
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.07 0.11 0.289 0.330 0.225 0.258 0.497 0.383 0.222 0.333
B-splines 7 4 0.394 0.368 0.298 0.288 1.054 0.938 0.215 0.262
Partitioning 7 4 0.380 0.366 0.291 0.282 0.674 0.546 0.256 0.312
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.16 0.21 0.330 0.326 0.238 0.251 1.034 0.753 0.214 0.312
B-splines 3 2 0.436 0.405 0.315 0.305 1.366 1.199 0.217 0.215
Partitioning 3 2 0.415 0.315 0.295 0.238 1.184 0.567 0.213 0.226
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.129 0.181 0.101 0.141 0.090 0.143 0.163 0.203
B-splines 1 1 0.126 0.178 0.098 0.139 0.090 0.143 0.156 0.203
Partitioning 1 1 0.126 0.178 0.098 0.139 0.090 0.143 0.156 0.203
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.26 0.184 0.249 0.140 0.192 0.161 0.216 0.215 0.268
B-splines 2 2 0.160 0.197 0.124 0.153 0.160 0.186 0.188 0.204
Partitioning 2 2 0.192 0.248 0.146 0.190 0.225 0.411 0.194 0.208
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.214 0.283 0.157 0.217 0.940 0.889 0.215 0.312
B-splines 5 5 0.245 0.274 0.185 0.210 0.952 0.931 0.211 0.267
Partitioning 5 5 0.303 0.411 0.233 0.316 0.921 0.836 0.214 0.335
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.26 0.214 0.270 0.156 0.206 0.943 0.912 0.215 0.269
B-splines 2 2 0.195 0.225 0.140 0.167 0.957 0.942 0.189 0.204
Partitioning 2 2 0.221 0.264 0.161 0.199 0.928 0.824 0.196 0.208
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.474 0.321 0.361 0.249 0.172 0.239 0.374 0.313
B-splines 5 5 0.349 0.357 0.273 0.283 0.237 0.299 0.329 0.315
Partitioning 5 5 0.359 0.420 0.279 0.324 0.216 0.325 0.310 0.335
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.24 0.326 0.335 0.252 0.259 0.232 0.232 0.299 0.285
B-splines 5 2 0.390 0.417 0.309 0.330 0.263 0.426 0.323 0.245
Partitioning 5 2 0.361 0.384 0.279 0.297 0.269 0.487 0.311 0.227
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.08 0.486 0.377 0.385 0.295 0.507 0.372 0.484 0.347
B-splines 21 6 0.445 0.304 0.347 0.237 0.407 0.277 0.495 0.333
Partitioning 21 6 0.595 0.440 0.463 0.338 0.568 0.544 0.652 0.354
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.15 0.810 0.451 0.559 0.354 0.305 0.283 1.955 0.629
B-splines 8 3 0.989 1.430 0.612 1.129 0.305 0.693 1.872 2.362
Partitioning 8 3 0.914 0.665 0.586 0.511 0.424 0.259 1.383 0.916
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.14 0.237 0.299 0.185 0.233 0.332 0.315 0.214 0.316
B-splines 4 3 0.225 0.249 0.177 0.196 0.401 0.452 0.212 0.207
Partitioning 4 3 0.268 0.320 0.209 0.247 0.396 0.352 0.212 0.255
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.26 0.218 0.266 0.169 0.208 0.445 0.379 0.216 0.271
B-splines 2 2 0.208 0.229 0.163 0.180 0.458 0.437 0.199 0.204
Partitioning 2 2 0.230 0.258 0.177 0.199 0.443 0.444 0.203 0.213
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.16 0.38 0.202 0.222 0.157 0.171 0.187 0.170 0.218 0.221
B-splines 3 1 0.207 0.205 0.165 0.161 0.205 0.190 0.205 0.204
Partitioning 3 1 0.229 0.205 0.178 0.161 0.177 0.190 0.208 0.204
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.26 0.197 0.250 0.153 0.193 0.188 0.217 0.215 0.268
B-splines 2 2 0.196 0.201 0.154 0.157 0.217 0.193 0.201 0.204
Partitioning 2 2 0.217 0.251 0.168 0.193 0.236 0.414 0.205 0.208

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.17: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=>500, 0 =4, X; ~ 3(1,1), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.07 0.11 0.295 0.335 0.230 0.259 0.458 0.347 0.268 0.390
B-splines 7 4 0.380 0.370 0.295 0.294 0.882 0.832 0.255 0.281
Partitioning 7 4 0.371 0.365 0.287 0.281 0.532 0.530 0.258 0.318
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.2 0.321 0.334 0.243 0.257 0.844 0.705 0.257 0.356
B-splines 4 2 0.385 0.443 0.296 0.342 0.900 1.157 0.265 0.251
Partitioning 4 2 0.361 0.319 0.275 0.243 0.670 0.476 0.251 0.256
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.07 0.11 0.294 0.335 0.229 0.259 0.460 0.347 0.268 0.390
B-splines 7 4 0.379 0.370 0.294 0.294 0.882 0.833 0.255 0.277
Partitioning 7 4 0.370 0.365 0.286 0.281 0.532 0.530 0.258 0.318
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.15 0.2 0.343 0.335 0.252 0.258 0.977 0.712 0.257 0.353
B-splines 3 2 0.438 0.433 0.328 0.335 1.195 1.155 0.262 0.246
Partitioning 3 2 0.404 0.317 0.294 0.241 0.988 0.474 0.246 0.257
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.130 0.183 0.101 0.140 0.090 0.136 0.171 0.238
B-splines 1 1 0.127 0.180 0.099 0.138 0.090 0.136 0.164 0.236
Partitioning 1 1 0.127 0.180 0.099 0.138 0.090 0.136 0.164 0.236
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.26 0.188 0.250 0.141 0.189 0.148 0.194 0.256 0.296
B-splines 2 2 0.163 0.199 0.126 0.153 0.158 0.173 0.209 0.241
Partitioning 2 2 0.194 0.249 0.149 0.191 0.218 0.387 0.217 0.243
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.222 0.288 0.160 0.217 0.937 0.884 0.256 0.344
B-splines 5 5 0.252 0.281 0.190 0.212 0.940 0.918 0.252 0.274
Partitioning 5 5 0.307 0.414 0.236 0.319 0.899 0.786 0.254 0.363
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.26 0.224 0.277 0.160 0.206 0.937 0.907 0.256 0.298
B-splines 2 2 0.205 0.233 0.146 0.171 0.948 0.934 0.211 0.241
Partitioning 2 2 0.228 0.268 0.167 0.202 0.913 0.780 0.219 0.244
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.455 0.324 0.337 0.249 0.158 0.214 0.347 0.347
B-splines 5 5 0.412 0.353 0.333 0.276 0.260 0.244 0.295 0.315
Partitioning 5 5 0.361 0.413 0.277 0.317 0.214 0.322 0.317 0.363
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.23 0.329 0.334 0.251 0.256 0.203 0.210 0.319 0.321
B-splines 5 2 0.485 0.417 0.385 0.336 0.280 0.388 0.288 0.268
Partitioning 5 2 0.405 0.375 0.308 0.293 0.279 0.455 0.308 0.258
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.09 0.463 0.370 0.363 0.285 0.433 0.327 0.550 0.407
B-splines 19 5 0.512 0.599 0.375 0.460 0.383 0.459 0.782 1.107
Partitioning 19 5 0.624 0.433 0.475 0.332 0.551 0.322 0.948 0.410
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.15 0.700 0.424 0.459 0.324 0.271 0.249 1.916 0.628
B-splines 8 3 1.435 1.407 0.864 1.050 0.311 0.644 2.995 2.353
Partitioning 8 3 1.273 0.756 0.730 0.567 0.416 0.244 2.701 1.318
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.13 0.244 0.303 0.188 0.233 0.311 0.284 0.257 0.365
B-splines 5 4 0.255 0.261 0.202 0.204 0.433 0.363 0.253 0.258
Partitioning 5 4 0.296 0.360 0.231 0.277 0.335 0.503 0.254 0.318
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.25 0.226 0.270 0.175 0.208 0.432 0.363 0.259 0.301
B-splines 2 2 0.217 0.237 0.170 0.186 0.444 0.422 0.223 0.242
Partitioning 2 2 0.237 0.260 0.183 0.200 0.420 0.414 0.230 0.247
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.39 0.200 0.221 0.153 0.167 0.165 0.155 0.260 0.251
B-splines 3 1 0.200 0.204 0.157 0.157 0.175 0.171 0.232 0.242
Partitioning 3 1 0.229 0.204 0.178 0.157 0.168 0.171 0.236 0.242
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.26 0.199 0.251 0.151 0.189 0.170 0.195 0.257 0.297
B-splines 2 2 0.192 0.203 0.149 0.156 0.193 0.178 0.225 0.242
Partitioning 2 2 0.217 0.252 0.167 0.193 0.218 0.391 0.232 0.244

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.18: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=>500, 0% =4, X; ~ 3(2,2), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.1 0.303 0.338 0.230 0.251 0.410 0.307 0.422 0.573
B-splines 7 5 0.335 0.404 0.266 0.323 0.614 0.786 0.378 0.395
Partitioning 7 5 0.354 0.401 0.275 0.306 0.386 0.328 0.385 0.425
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.19 0.336 0.342 0.255 0.260 0.781 0.640 0.406 0.493
B-splines 4 3 0.352 0.473 0.279 0.377 0.647 1.068 0.373 0.410
Partitioning 4 3 0.327 0.309 0.253 0.235 0.440 0.354 0.367 0.384
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.07 0.1 0.302 0.338 0.230 0.251 0.412 0.307 0.422 0.573
B-splines 7 5 0.334 0.404 0.265 0.323 0.614 0.786 0.377 0.395
Partitioning 7 5 0.353 0.401 0.274 0.306 0.386 0.328 0.385 0.425
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.13 0.19 0.356 0.342 0.266 0.261 0.883 0.644 0.401 0.491
B-splines 4 3 0.405 0.467 0.310 0.374 0.898 1.067 0.375 0.396
Partitioning 4 3 0.354 0.308 0.263 0.234 0.680 0.354 0.331 0.384
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.129 0.182 0.100 0.136 0.090 0.125 0.197 0.346
B-splines 1 1 0.127 0.179 0.098 0.134 0.090 0.125 0.187 0.340
Partitioning 1 1 0.127 0.179 0.098 0.134 0.090 0.125 0.187 0.340
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.26 0.190 0.250 0.137 0.179 0.133 0.170 0.388 0.411
B-splines 2 2 0.165 0.199 0.126 0.148 0.149 0.158 0.265 0.366
Partitioning 2 2 0.196 0.249 0.150 0.187 0.207 0.360 0.281 0.377
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.234 0.294 0.162 0.212 0.930 0.874 0.382 0.453
B-splines 5 5 0.261 0.288 0.195 0.214 0.911 0.890 0.347 0.385
Partitioning 5 5 0.311 0.414 0.239 0.317 0.851 0.703 0.359 0.425
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.25 0.238 0.285 0.164 0.204 0.927 0.893 0.389 0.414
B-splines 2 2 0.219 0.244 0.155 0.175 0.928 0.918 0.272 0.368
Partitioning 2 2 0.241 0.274 0.175 0.204 0.887 0.733 0.289 0.380
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.402 0.323 0.283 0.238 0.139 0.185 0.401 0.454
B-splines 5 5 0.511 0.331 0.381 0.247 0.205 0.186 0.483 0.389
Partitioning 5 5 0.468 0.418 0.348 0.321 0.214 0.322 0.445 0.429
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.21 0.328 0.328 0.239 0.242 0.170 0.184 0.436 0.451
B-splines 4 2 0.553 0.413 0.397 0.329 0.231 0.313 0.459 0.385
Partitioning 4 2 0.526 0.367 0.381 0.285 0.302 0.398 0.471 0.394
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.03 0.1 0.418 0.350 0.314 0.259 0.333 0.266 0.756 0.594
B-splines 16 5 0.917 0.700 0.520 0.499 0.371 0.425 2.435 1.584
Partitioning 16 5 0.906 0.490 0.565 0.366 0.540 0.322 2.325 0.892
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.15 0.515 0.371 0.318 0.268 0.231 0.215 1.810 0.703
B-splines 7 3 1.639 1.103 0.885 0.710 0.273 0.427 1.506 1.746
Partitioning 7 3 1.530 0.734 0.792 0.516 0.309 0.243 1.743 1.566
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.13 0.250 0.305 0.187 0.225 0.282 0.252 0.409 0.511
B-splines 5 4 0.256 0.259 0.203 0.198 0.368 0.304 0.354 0.384
Partitioning 5 4 0.290 0.359 0.226 0.273 0.274 0.504 0.360 0.400
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.24 0.236 0.273 0.181 0.204 0.407 0.333 0.391 0.420
B-splines 2 2 0.228 0.246 0.180 0.193 0.413 0.393 0.280 0.374
Partitioning 2 2 0.243 0.262 0.189 0.198 0.373 0.381 0.301 0.380
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.4 0.193 0.215 0.142 0.156 0.142 0.139 0.386 0.386
B-splines 2 1 0.162 0.196 0.124 0.146 0.162 0.146 0.255 0.357
Partitioning 2 1 0.185 0.196 0.143 0.146 0.233 0.146 0.268 0.357
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.25 0.200 0.250 0.146 0.180 0.152 0.171 0.392 0.412
B-splines 3 2 0.183 0.202 0.139 0.151 0.167 0.161 0.286 0.367
Partitioning 3 2 0.212 0.251 0.162 0.190 0.208 0.364 0.296 0.379

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.19: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=1000, 0> =1, X; ~ 5(0.5,0.5), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.09 0.125 0.132 0.097 0.103 0.240 0.168 0.093 0.118
B-splines 10 5 0.151 0.335 0.112 0.242 0.323 1.073 0.111 0.166
Partitioning 10 5 0.155 0.168 0.120 0.127 0.209 0.309 0.165 0.117
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.18 0.187 0.178 0.126 0.126 0.686 0.576 0.075 0.127
B-splines 5 3 0.386 0.382 0.259 0.271 1.243 1.275 0.075 0.119
Partitioning 5 3 0.300 0.254 0.187 0.172 0.906 0.737 0.075 0.089
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.09 0.124 0.132 0.097 0.103 0.242 0.168 0.093 0.118
B-splines 10 5 0.150 0.335 0.111 0.242 0.323 1.073 0.111 0.160
Partitioning 10 5 0.154 0.168 0.119 0.127 0.208 0.309 0.165 0.117
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.18 0.215 0.180 0.134 0.127 0.822 0.585 0.075 0.125
B-splines 4 3 0.307 0.381 0.223 0.270 0.939 1.272 0.076 0.112
Partitioning 4 3 0.270 0.252 0.189 0.170 0.671 0.726 0.075 0.089
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.046 0.065 0.036 0.050 0.032 0.051 0.057 0.072
B-splines 1 1 0.045 0.063 0.035 0.049 0.032 0.051 0.055 0.071
Partitioning 1 1 0.045 0.063 0.035 0.049 0.032 0.051 0.055 0.071
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.3 0.062 0.087 0.047 0.067 0.051 0.072 0.075 0.090
B-splines 2 2 0.053 0.069 0.041 0.054 0.056 0.065 0.063 0.071
Partitioning 2 2 0.061 0.084 0.047 0.064 0.079 0.143 0.065 0.073
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.127 0.138 0.071 0.091 0.927 0.864 0.076 0.109
B-splines 5 5 0.135 0.140 0.081 0.090 0.942 0.914 0.074 0.096
Partitioning 5 5 0.147 0.171 0.097 0.125 0.907 0.790 0.075 0.117
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.28 0.28 0.126 0.137 0.069 0.087 0.939 0.898 0.075 0.092
B-splines 2 2 0.123 0.129 0.063 0.075 0.944 0.926 0.066 0.072
Partitioning 2 2 0.125 0.125 0.069 0.082 0.908 0.725 0.069 0.074
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.443 0.205 0.327 0.143 0.079 0.084 0.315 0.114
B-splines 5 5 0.277 0.269 0.211 0.212 0.177 0.236 0.267 0.194
Partitioning 5 5 0.240 0.193 0.180 0.144 0.079 0.112 0.237 0.117
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.21 0.207 0.210 0.150 0.146 0.091 0.084 0.202 0.112
B-splines 6 2 0.287 0.353 0.211 0.280 0.131 0.390 0.228 0.158
Partitioning 6 2 0.249 0.271 0.178 0.210 0.126 0.311 0.209 0.114
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.07 0.211 0.144 0.168 0.113 0.223 0.149 0.205 0.131
B-splines 32 7 0.192 0.183 0.150 0.152 0.179 0.204 0.207 0.172
Partitioning 32 7 0.259 0.169 0.201 0.130 0.257 0.136 0.268 0.139
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.13 0.618 0.228 0.387 0.172 0.121 0.106 1.469 0.120
B-splines 9 4 0.735 0.881 0.415 0.666 0.156 0.586 1.063 1.465
Partitioning 9 4 0.670 0.345 0.385 0.231 0.127 0.177 0.706 0.438
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.07 0.11 0.103 0.117 0.080 0.092 0.173 0.137 0.079 0.116
B-splines 7 4 0.142 0.135 0.108 0.105 0.377 0.337 0.078 0.099
Partitioning 7 4 0.135 0.129 0.104 0.099 0.238 0.205 0.089 0.110
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.25 0.133 0.126 0.097 0.097 0.424 0.318 0.077 0.095
B-splines 2 2 0.140 0.136 0.106 0.102 0.416 0.397 0.085 0.073
Partitioning 2 2 0.139 0.108 0.104 0.083 0.383 0.214 0.083 0.086
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.3 0.084 0.091 0.066 0.070 0.082 0.069 0.076 0.097
B-splines 4 2 0.087 0.076 0.068 0.059 0.107 0.072 0.076 0.072
Partitioning 4 2 0.097 0.090 0.076 0.070 0.131 0.163 0.076 0.073
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.29 0.082 0.088 0.064 0.068 0.082 0.074 0.078 0.090
B-splines 3 2 0.118 0.089 0.097 0.070 0.156 0.092 0.074 0.073
Partitioning 3 2 0.102 0.100 0.080 0.078 0.101 0.161 0.074 0.074

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.20: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=1000, 0> =1, X; ~ 3(1,1), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.08 0.127 0.133 0.099 0.103 0.220 0.151 0.111 0.139
B-splines 11 6 0.175 0.214 0.131 0.168 0.449 0.521 0.093 0.137
Partitioning 11 6 0.164 0.157 0.126 0.121 0.240 0.220 0.115 0.136
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.17 0.190 0.181 0.132 0.131 0.631 0.536 0.090 0.150
B-splines 5 3 0.401 0.407 0.283 0.304 1.199 1.214 0.092 0.110
Partitioning 5 3 0.275 0.224 0.173 0.158 0.788 0.564 0.089 0.093
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.08 0.127 0.133 0.099 0.103 0.221 0.151 0.111 0.139
B-splines 10 6 0.134 0.214 0.102 0.168 0.232 0.521 0.090 0.138
Partitioning 10 6 0.149 0.157 0.116 0.121 0.207 0.220 0.103 0.136
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.17 0.216 0.183 0.141 0.132 0.750 0.544 0.089 0.148
B-splines 4 3 0.309 0.407 0.231 0.304 0.831 1.213 0.096 0.102
Partitioning 4 3 0.249 0.224 0.175 0.158 0.516 0.563 0.088 0.093
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.046 0.064 0.035 0.049 0.031 0.047 0.061 0.084
B-splines 1 1 0.044 0.063 0.035 0.049 0.031 0.047 0.058 0.083
Partitioning 1 1 0.044 0.063 0.035 0.049 0.031 0.047 0.058 0.083
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.28 0.29 0.062 0.087 0.047 0.065 0.047 0.065 0.088 0.099
B-splines 2 2 0.053 0.069 0.041 0.053 0.053 0.059 0.069 0.084
Partitioning 2 2 0.062 0.085 0.047 0.065 0.075 0.134 0.072 0.085
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.137 0.147 0.075 0.094 0.927 0.863 0.089 0.119
B-splines 5 5 0.144 0.149 0.085 0.094 0.929 0.902 0.088 0.097
Partitioning 5 5 0.154 0.174 0.100 0.127 0.886 0.740 0.089 0.126
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.26 0.28 0.137 0.146 0.073 0.090 0.935 0.894 0.088 0.101
B-splines 2 2 0.134 0.140 0.069 0.080 0.938 0.922 0.075 0.085
Partitioning 2 2 0.136 0.131 0.076 0.086 0.896 0.695 0.079 0.086
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.421 0.210 0.301 0.147 0.075 0.076 0.251 0.125
B-splines 5 5 0.354 0.263 0.295 0.203 0.213 0.168 0.171 0.186
Partitioning 5 5 0.243 0.169 0.181 0.125 0.076 0.109 0.211 0.126
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.2 0.209 0.209 0.147 0.146 0.080 0.077 0.195 0.129
B-splines 6 2 0.300 0.356 0.230 0.290 0.148 0.340 0.206 0.143
Partitioning 6 2 0.232 0.267 0.172 0.207 0.115 0.269 0.219 0.115
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.07 0.201 0.141 0.158 0.110 0.184 0.128 0.237 0.151
B-splines 29 7 0.221 0.168 0.162 0.121 0.169 0.093 0.278 0.195
Partitioning 29 7 0.272 0.174 0.207 0.134 0.240 0.135 0.301 0.150
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.13 0.517 0.209 0.298 0.155 0.107 0.094 1.430 0.152
B-splines 9 4 1.170 0.936 0.635 0.718 0.099 0.620 2.740 1.735
Partitioning 9 4 1.017 0.415 0.493 0.280 0.114 0.175 2.300 0.704
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.07 0.11 0.104 0.118 0.081 0.091 0.160 0.123 0.093 0.135
B-splines 7 4 0.139 0.136 0.109 0.109 0.322 0.303 0.090 0.109
Partitioning 7 4 0.130 0.128 0.101 0.099 0.188 0.198 0.090 0.111
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.24 0.140 0.128 0.103 0.099 0.408 0.300 0.091 0.106
B-splines 2 2 0.149 0.145 0.114 0.112 0.412 0.384 0.092 0.088
Partitioning 2 2 0.148 0.108 0.112 0.083 0.369 0.184 0.093 0.096
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.31 0.082 0.089 0.063 0.067 0.071 0.061 0.090 0.102
B-splines 4 2 0.089 0.075 0.069 0.058 0.102 0.065 0.086 0.085
Partitioning 4 2 0.099 0.090 0.076 0.069 0.124 0.151 0.087 0.085
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.28 0.080 0.087 0.062 0.066 0.075 0.067 0.091 0.100
B-splines 3 2 0.105 0.085 0.084 0.065 0.121 0.077 0.088 0.088
Partitioning 3 2 0.097 0.097 0.075 0.075 0.082 0.146 0.084 0.088

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.21: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=1000, 0 =1, X; ~ 5(2,2), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.04 0.08 0.132 0.136 0.102 0.101 0.196 0.134 0.169 0.209
B-splines 11 6 0.132 0.166 0.103 0.133 0.244 0.302 0.138 0.149
Partitioning 11 6 0.155 0.156 0.120 0.119 0.169 0.212 0.139 0.155
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.16 0.191 0.185 0.139 0.138 0.545 0.470 0.140 0.218
B-splines 5 3 0.310 0.439 0.218 0.350 0.777 1.100 0.120 0.154
Partitioning 5 3 0.197 0.166 0.137 0.123 0.443 0.314 0.139 0.132
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.04 0.08 0.131 0.136 0.101 0.101 0.197 0.134 0.169 0.209
B-splines 11 6 0.131 0.166 0.102 0.133 0.244 0.302 0.138 0.148
Partitioning 11 6 0.154 0.156 0.120 0.119 0.169 0.212 0.139 0.155
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.16 0.212 0.187 0.149 0.139 0.633 0.476 0.139 0.216
B-splines 5 3 0.365 0.438 0.279 0.350 0.924 1.100 0.152 0.157
Partitioning 5 3 0.219 0.166 0.150 0.123 0.505 0.314 0.124 0.131
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.046 0.064 0.035 0.048 0.032 0.044 0.070 0.120
B-splines 1 1 0.045 0.064 0.035 0.048 0.032 0.044 0.067 0.118
Partitioning 1 1 0.045 0.064 0.035 0.048 0.032 0.044 0.067 0.118
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.26 0.28 0.064 0.087 0.046 0.063 0.044 0.057 0.129 0.137
B-splines 2 2 0.055 0.069 0.042 0.052 0.052 0.054 0.087 0.126
Partitioning 2 2 0.064 0.086 0.049 0.065 0.074 0.128 0.093 0.128
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.156 0.162 0.084 0.101 0.923 0.858 0.131 0.156
B-splines 5 5 0.160 0.164 0.096 0.103 0.902 0.878 0.121 0.131
Partitioning 5 5 0.166 0.178 0.109 0.131 0.840 0.648 0.125 0.145
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.26 0.156 0.162 0.084 0.099 0.923 0.883 0.131 0.140
B-splines 2 2 0.154 0.157 0.083 0.091 0.921 0.907 0.102 0.128
Partitioning 2 2 0.154 0.142 0.090 0.095 0.873 0.643 0.108 0.130
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.361 0.211 0.244 0.146 0.069 0.065 0.162 0.163
B-splines 5 5 0.471 0.233 0.342 0.162 0.134 0.069 0.343 0.144
Partitioning 5 5 0.391 0.187 0.259 0.139 0.073 0.110 0.272 0.155
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.18 0.210 0.203 0.140 0.140 0.067 0.068 0.203 0.183
B-splines 5 3 0.465 0.330 0.337 0.270 0.129 0.249 0.338 0.148
Partitioning 5 3 0.384 0.239 0.253 0.175 0.080 0.125 0.269 0.137
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.08 0.184 0.141 0.138 0.104 0.142 0.104 0.329 0.220
B-splines 24 6 0.548 0.464 0.258 0.323 0.156 0.224 1.883 1.220
Partitioning 24 6 0.512 0.254 0.270 0.179 0.226 0.211 1.553 0.548
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.13 0.343 0.169 0.178 0.120 0.094 0.081 1.306 0.244
B-splines 9 4 1.436 0.878 0.716 0.607 0.080 0.488 1.826 1.710
Partitioning 9 4 1.305 0.511 0.561 0.329 0.107 0.172 2.073 1.250
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.1 0.107 0.120 0.082 0.090 0.144 0.109 0.144 0.195
B-splines 7 5 0.122 0.148 0.097 0.120 0.225 0.289 0.130 0.138
Partitioning 7 5 0.125 0.142 0.098 0.109 0.135 0.113 0.133 0.145
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.18 0.22 0.147 0.130 0.112 0.100 0.373 0.264 0.135 0.151
B-splines 3 2 0.166 0.159 0.130 0.128 0.399 0.360 0.111 0.143
Partitioning 3 2 0.153 0.106 0.118 0.081 0.325 0.147 0.135 0.132
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.13 0.32 0.080 0.087 0.059 0.062 0.061 0.054 0.137 0.136
B-splines 4 2 0.085 0.074 0.064 0.055 0.089 0.058 0.119 0.128
Partitioning 4 2 0.098 0.090 0.075 0.068 0.119 0.140 0.121 0.130
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.16 0.27 0.079 0.088 0.059 0.064 0.068 0.059 0.137 0.138
B-splines 3 2 0.086 0.079 0.065 0.058 0.086 0.063 0.120 0.133
Partitioning 3 2 0.090 0.093 0.068 0.070 0.075 0.135 0.113 0.135

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.



ASYMPTOTIC PROPERTIES OF PARTITIONING ESTIMATORS — SUPPLEMENT 64

Table C.22: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=1000, 0% =4, X; ~ ($(0.5,0.5), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.1 0.218 0.243 0.170 0.190 0.394 0.293 0.164 0.234
B-splines 8 5 0.239 0.370 0.186 0.278 0.448 1.081 0.163 0.233
Partitioning 8 5 0.270 0.297 0.210 0.229 0.333 0.366 0.217 0.235
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.19 0.247 0.254 0.181 0.193 0.761 0.645 0.150 0.241
B-splines 4 3 0.377 0.400 0.273 0.294 1.035 1.243 0.147 0.176
Partitioning 4 3 0.328 0.289 0.238 0.215 0.754 0.638 0.150 0.167
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.1 0.217 0.243 0.170 0.190 0.396 0.293 0.163 0.234
B-splines 8 5 0.238 0.369 0.184 0.278 0.447 1.081 0.163 0.229
Partitioning 8 5 0.269 0.297 0.209 0.229 0.331 0.366 0.217 0.235
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.13 0.19 0.271 0.255 0.189 0.194 0.907 0.653 0.151 0.239
B-splines 4 3 0.371 0.392 0.271 0.288 1.140 1.238 0.153 0.164
Partitioning 4 3 0.348 0.285 0.246 0.211 0.955 0.620 0.149 0.167
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.093 0.129 0.072 0.101 0.064 0.102 0.115 0.143
B-splines 1 1 0.090 0.127 0.070 0.099 0.063 0.102 0.109 0.143
Partitioning 1 1 0.090 0.127 0.070 0.099 0.063 0.102 0.109 0.143
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.27 0.132 0.177 0.101 0.137 0.114 0.151 0.151 0.188
B-splines 2 2 0.114 0.140 0.089 0.110 0.118 0.134 0.133 0.143
Partitioning 2 2 0.137 0.176 0.105 0.135 0.160 0.307 0.136 0.147
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.171 0.214 0.118 0.160 0.933 0.877 0.152 0.218
B-splines 5 5 0.191 0.209 0.138 0.155 0.948 0.922 0.149 0.190
Partitioning 5 5 0.228 0.299 0.171 0.229 0.916 0.814 0.151 0.235
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.26 0.171 0.206 0.118 0.152 0.935 0.900 0.151 0.190
B-splines 2 2 0.160 0.178 0.107 0.126 0.949 0.931 0.134 0.143
Partitioning 2 2 0.175 0.197 0.121 0.146 0.917 0.749 0.138 0.147
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.457 0.261 0.344 0.199 0.128 0.168 0.342 0.221
B-splines 5 5 0.308 0.310 0.239 0.247 0.204 0.267 0.298 0.254
Partitioning 5 5 0.297 0.312 0.229 0.241 0.148 0.223 0.272 0.235
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.22 0.264 0.272 0.201 0.206 0.176 0.168 0.246 0.212
B-splines 5 2 0.312 0.375 0.241 0.297 0.199 0.403 0.286 0.200
Partitioning 5 2 0.301 0.317 0.231 0.245 0.186 0.391 0.263 0.175
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.08 0.368 0.279 0.293 0.218 0.385 0.276 0.361 0.247
B-splines 24 6 0.334 0.228 0.261 0.179 0.311 0.205 0.390 0.243
Partitioning 24 6 0.449 0.312 0.349 0.240 0.444 0.424 0.529 0.248
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.14 0.659 0.294 0.450 0.233 0.233 0.208 1.521 0.229
B-splines 9 3 0.755 1.198 0.459 0.912 0.209 0.664 1.075 1.975
Partitioning 9 3 0.709 0.528 0.454 0.387 0.223 0.276 0.742 0.721
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.13 0.180 0.218 0.141 0.171 0.271 0.239 0.152 0.226
B-splines 5 4 0.199 0.198 0.155 0.156 0.451 0.364 0.149 0.171
Partitioning 5 4 0.222 0.254 0.173 0.196 0.363 0.389 0.151 0.220
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.25 0.175 0.199 0.135 0.156 0.424 0.345 0.152 0.193
B-splines 2 2 0.175 0.183 0.135 0.143 0.440 0.416 0.145 0.144
Partitioning 2 2 0.187 0.189 0.143 0.146 0.418 0.341 0.146 0.154
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.14 0.36 0.152 0.164 0.119 0.127 0.142 0.126 0.154 0.164
B-splines 3 1 0.165 0.163 0.134 0.129 0.184 0.161 0.145 0.144
Partitioning 3 1 0.170 0.163 0.133 0.129 0.137 0.161 0.147 0.144
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.26 0.146 0.177 0.114 0.137 0.141 0.152 0.152 0.188
B-splines 3 2 0.158 0.147 0.125 0.115 0.187 0.143 0.145 0.143
Partitioning 3 2 0.165 0.180 0.128 0.139 0.179 0.311 0.147 0.147

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.23: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=1000, 0 =4, X; ~ 5(1,1), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.1 0.222 0.244 0.173 0.189 0.363 0.263 0.194 0.274
B-splines 8 5 0.218 0.374 0.171 0.290 0.322 0.974 0.177 0.241
Partitioning 8 5 0.261 0.288 0.204 0.222 0.321 0.277 0.183 0.251
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.18 0.255 0.260 0.189 0.198 0.723 0.612 0.179 0.278
B-splines 4 3 0.378 0.425 0.281 0.322 0.999 1.195 0.177 0.181
Partitioning 4 3 0.311 0.277 0.229 0.209 0.661 0.516 0.178 0.182
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.1 0.221 0.244 0.172 0.189 0.365 0.263 0.193 0.274
B-splines 8 5 0.217 0.374 0.170 0.290 0.322 0.974 0.177 0.239
Partitioning 8 5 0.261 0.288 0.203 0.222 0.320 0.277 0.183 0.251
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.18 0.277 0.261 0.198 0.199 0.847 0.618 0.179 0.275
B-splines 4 3 0.354 0.420 0.268 0.319 0.932 1.192 0.184 0.176
Partitioning 4 3 0.319 0.275 0.233 0.207 0.711 0.509 0.173 0.183
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.091 0.128 0.071 0.099 0.062 0.094 0.121 0.167
B-splines 1 1 0.089 0.126 0.069 0.097 0.062 0.094 0.116 0.166
Partitioning 1 1 0.089 0.126 0.069 0.097 0.062 0.094 0.116 0.166
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.26 0.131 0.176 0.099 0.133 0.103 0.136 0.178 0.206
B-splines 2 2 0.115 0.140 0.089 0.107 0.111 0.122 0.147 0.169
Partitioning 2 2 0.137 0.176 0.104 0.135 0.153 0.284 0.154 0.170
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.178 0.218 0.120 0.159 0.933 0.875 0.179 0.239
B-splines 5 5 0.197 0.215 0.140 0.157 0.936 0.911 0.177 0.192
Partitioning 5 5 0.232 0.300 0.173 0.230 0.897 0.766 0.178 0.251
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.26 0.179 0.212 0.120 0.153 0.933 0.898 0.179 0.209
B-splines 2 2 0.169 0.185 0.110 0.128 0.944 0.926 0.150 0.169
Partitioning 2 2 0.183 0.201 0.126 0.148 0.906 0.716 0.158 0.171
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.435 0.264 0.317 0.200 0.118 0.151 0.293 0.242
B-splines 5 5 0.378 0.305 0.311 0.238 0.236 0.205 0.228 0.250
Partitioning 5 5 0.298 0.297 0.228 0.227 0.148 0.218 0.259 0.251
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.21 0.266 0.270 0.199 0.203 0.153 0.151 0.252 0.243
B-splines 5 2 0.372 0.378 0.303 0.307 0.222 0.361 0.236 0.204
Partitioning 5 2 0.299 0.314 0.228 0.246 0.163 0.348 0.261 0.191
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.02 0.08 0.351 0.271 0.276 0.209 0.317 0.235 0.415 0.286
B-splines 22 6 0.380 0.313 0.280 0.228 0.301 0.192 0.561 0.489
Partitioning 22 6 0.470 0.321 0.359 0.247 0.431 0.416 0.629 0.276
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.05 0.14 0.568 0.280 0.367 0.217 0.203 0.183 1.509 0.270
B-splines 9 3 1.182 1.241 0.673 0.925 0.170 0.663 2.747 2.135
Partitioning 9 3 1.043 0.631 0.572 0.454 0.214 0.254 2.308 1.110
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.12 0.183 0.219 0.142 0.169 0.253 0.215 0.180 0.261
B-splines 5 4 0.202 0.199 0.159 0.157 0.423 0.331 0.178 0.187
Partitioning 5 4 0.217 0.254 0.169 0.195 0.309 0.378 0.178 0.223
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.25 0.181 0.202 0.140 0.157 0.414 0.331 0.181 0.215
B-splines 2 2 0.183 0.190 0.142 0.149 0.430 0.404 0.163 0.171
Partitioning 2 2 0.193 0.190 0.149 0.146 0.397 0.312 0.168 0.177
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.15 0.36 0.148 0.161 0.113 0.121 0.124 0.112 0.184 0.181
B-splines 3 1 0.155 0.158 0.122 0.123 0.147 0.138 0.167 0.174
Partitioning 3 1 0.167 0.158 0.130 0.123 0.122 0.138 0.167 0.174
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.26 0.145 0.176 0.111 0.133 0.128 0.137 0.180 0.207
B-splines 3 2 0.148 0.145 0.115 0.112 0.154 0.128 0.163 0.170
Partitioning 3 2 0.161 0.179 0.124 0.138 0.157 0.288 0.165 0.171

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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Table C.24: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning
Estimators
d=1,n=1000, 0% =4, X; ~ 5(2,2), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5) (0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 1.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.1 0.230 0.249 0.177 0.186 0.325 0.234 0.300 0.401
B-splines 8 5 0.206 0.367 0.162 0.295 0.255 0.789 0.267 0.277
Partitioning 8 5 0.259 0.285 0.202 0.218 0.336 0.230 0.270 0.290
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.17 0.268 0.270 0.203 0.206 0.666 0.559 0.279 0.382
B-splines 5 3 0.379 0.457 0.298 0.364 0.875 1.096 0.247 0.276
Partitioning 5 3 0.280 0.248 0.213 0.190 0.492 0.330 0.260 0.262
Model 1.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.1 0.229 0.249 0.176 0.186 0.326 0.234 0.300 0.401
B-splines 8 5 0.205 0.367 0.161 0.295 0.255 0.789 0.266 0.279
Partitioning 8 5 0.259 0.285 0.201 0.218 0.336 0.230 0.270 0.290
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.11 0.18 0.287 0.271 0.213 0.206 0.761 0.563 0.277 0.380
B-splines 4 3 0.323 0.455 0.252 0.363 0.682 1.095 0.261 0.275
Partitioning 4 3 0.267 0.247 0.201 0.189 0.424 0.328 0.239 0.262
Model 1.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.092 0.129 0.071 0.096 0.064 0.088 0.140 0.241
B-splines 1 1 0.090 0.127 0.070 0.095 0.064 0.088 0.133 0.236
Partitioning 1 1 0.090 0.127 0.070 0.095 0.064 0.088 0.133 0.236
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.26 0.134 0.177 0.097 0.128 0.092 0.119 0.266 0.281
B-splines 2 2 0.117 0.141 0.090 0.105 0.107 0.111 0.186 0.254
Partitioning 2 2 0.139 0.177 0.106 0.134 0.145 0.264 0.197 0.259
Model 1.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.193 0.228 0.126 0.161 0.926 0.866 0.263 0.313
B-splines 5 5 0.209 0.226 0.148 0.163 0.908 0.885 0.242 0.261
Partitioning 5 5 0.241 0.304 0.180 0.233 0.851 0.678 0.250 0.290
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.25 0.195 0.224 0.127 0.156 0.923 0.887 0.267 0.284
B-splines 2 2 0.186 0.199 0.121 0.135 0.922 0.912 0.193 0.255
Partitioning 2 2 0.197 0.209 0.136 0.153 0.880 0.678 0.204 0.260
Model 1.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.2 0.379 0.266 0.262 0.195 0.105 0.128 0.280 0.316
B-splines 5 5 0.490 0.280 0.361 0.205 0.166 0.129 0.401 0.268
Partitioning 5 5 0.428 0.309 0.309 0.238 0.144 0.219 0.348 0.295
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.1 0.19 0.269 0.267 0.193 0.195 0.126 0.131 0.317 0.337
B-splines 5 2 0.500 0.375 0.366 0.303 0.169 0.285 0.395 0.265
Partitioning 5 2 0.444 0.310 0.316 0.239 0.172 0.275 0.360 0.265
Model 1.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.03 0.09 0.319 0.259 0.240 0.192 0.244 0.193 0.567 0.413
B-splines 18 5 0.797 0.693 0.424 0.496 0.278 0.418 2.375 1.582
Partitioning 18 5 0.763 0.406 0.447 0.297 0.409 0.220 2.180 0.836
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.06 0.14 0.416 0.261 0.251 0.190 0.174 0.155 1.462 0.428
B-splines 9 3 1.493 1.091 0.777 0.708 0.184 0.444 1.746 1.716
Partitioning 9 3 1.370 0.699 0.664 0.481 0.260 0.191 2.002 1.529
Model 1.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.09 0.12 0.189 0.224 0.143 0.166 0.227 0.189 0.281 0.365
B-splines 6 4 0.172 0.197 0.134 0.154 0.192 0.269 0.253 0.263
Partitioning 6 4 0.221 0.255 0.172 0.195 0.280 0.383 0.260 0.273
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.24 0.192 0.207 0.148 0.158 0.391 0.303 0.270 0.294
B-splines 3 2 0.195 0.202 0.155 0.160 0.399 0.375 0.205 0.263
Partitioning 3 2 0.198 0.192 0.155 0.146 0.346 0.280 0.221 0.260
Model 1.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.37 0.144 0.158 0.106 0.114 0.106 0.101 0.275 0.264
B-splines 3 1 0.141 0.150 0.108 0.112 0.112 0.115 0.218 0.259
Partitioning 3 1 0.162 0.150 0.125 0.112 0.114 0.115 0.221 0.259
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.25 0.146 0.178 0.107 0.128 0.114 0.119 0.270 0.282
B-splines 3 2 0.137 0.144 0.104 0.107 0.129 0.115 0.207 0.257
Partitioning 3 2 0.156 0.180 0.120 0.136 0.150 0.267 0.212 0.261

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as
described in the text. Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and
MAE are estimated by averaging over the design points in each simulated data set.
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C.2 BIVARIATE SIMULATIONS

C.2.1 UNIFORM CELL BOUNDARIES
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Table C.25: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n="500,0>=1, X;s~ ((0.5,0.5), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.25 0.207 0.255 0.158 0.197 0.199 0.234 0.213 0.250 0.249 0.288
B-splines 9 4 0.214 0.233 0.167 0.180 0.230 0.271 0.156 0.233 0.222 0.242
Partitioning 9 4 0.243 0.286 0.187 0.217 0.213 1.024 0.202 0.564 0.209 0.242
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.27 0.207 0.217 0.155 0.170 0.088 0.161 0.122 0.145 0.112 0.134
B-splines 3 1 0.198 0.218 0.150 0.170 0.395 0.261 0.184 0.177 0.181 0.231
Partitioning 3 1 0.208 0.207 0.158 0.159 0.337 0.321 0.249 0.226 0.165 0.205
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.14 0.2 0.262 0.309 0.204 0.239 0.250 0.284 0.261 0.347 0.258 0.411
B-splines 9 4 0.382 0.233 0.314 0.179 0.481 0.207 0.388 0.229 0.245 0.243
Partitioning 9 4 0.311 0.294 0.246 0.224 0.275 1.131 0.246 0.576 0.221 0.244
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.24 0.490 0.494 0.392 0.391 0.706 0.757 0.607 0.615 0.287 0.297
B-splines 4 4 0.355 0.233 0.284 0.180 0.222 0.207 0.206 0.229 0.259 0.243
Partitioning 4 4 0.386 0.294 0.313 0.224 0.895 1.131 0.351 0.575 0.328 0.244
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.4 0.216 0.204 0.165 0.156 0.178 0.133 0.227 0.176 0.257 0.221
B-splines 9 4 0.223 0.224 0.175 0.171 0.151 0.207 0.170 0.229 0.223 0.242
Partitioning 9 4 0.259 0.285 0.202 0.217 0.174 1.047 0.207 0.566 0.215 0.242
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.264 0.276 0.170 0.185 0.118 0.137 0.247 0.259 0.198 0.212
B-splines 4 2 0.210 0.220 0.160 0.170 0.252 0.183 0.210 0.195 0.183 0.238
Partitioning 4 2 0.226 0.234 0.174 0.176 0.284 0.623 0.304 0.349 0.160 0.234
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.668 0.354 0.482 0.275 0.149 0.207 0.323 0.206 0.266 0.271
B-splines 9 9 0.731 0.387 0.579 0.304 0.240 0.307 0.209 0.243 0.282 0.270
Partitioning 9 9 0.665 0.455 0.524 0.349 0.196 0.366 0.265 0.346 0.249 0.304
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.28 0.638 0.540 0.524 0.443 0.405 0.412 0.668 0.379 0.601 0.907
B-splines 4 1 0.790 0.568 0.613 0.448 0.681 0.400 0.234 0.246 0.234 0.286
Partitioning 4 1 0.778 0.556 0.599 0.434 0.753 0.859 0.268 0.425 0.211 0.247
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.9 0.186 0.151 0.142 0.120 0.195 0.181 0.192 0.121 0.238 0.145
B-splines 4 1 0.140 0.209 0.108 0.164 0.247 0.200 0.195 0.170 0.181 0.234
Partitioning 4 1 0.160 0.178 0.125 0.142 0.303 0.188 0.225 0.146 0.158 0.188
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.26 0.29 0.122 0.122 0.096 0.093 0.206 0.104 0.105 0.128 0.105 0.128
B-splines 4 1 0.140 0.210 0.108 0.164 0.247 0.200 0.195 0.170 0.181 0.234
Partitioning 4 1 0.160 0.182 0.125 0.144 0.303 0.228 0.225 0.156 0.158 0.189
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.083 0.126 0.064 0.099 0.044 0.091 0.080 0.119 0.110 0.144
B-splines 1 1 0.089 0.178 0.068 0.136 0.044 0.114 0.077 0.164 0.129 0.230
Partitioning 1 1 0.076 0.140 0.060 0.109 0.044 0.092 0.076 0.140 0.097 0.185
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.4 0.31 0.461 0.468 0.405 0.407 0.062 0.110 0.112 0.139 0.647 0.658
B-splines 1 1 0.092 0.178 0.070 0.136 0.064 0.114 0.086 0.164 0.133 0.230
Partitioning 1 1 0.082 0.140 0.062 0.109 0.076 0.092 0.088 0.140 0.101 0.185
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.181 0.254 0.119 0.188 0.960 0.931 0.378 0.384 0.208 0.265
B-splines 9 9 0.216 0.293 0.153 0.219 0.962 0.947 0.382 0.404 0.222 0.251
Partitioning 9 9 0.261 0.436 0.194 0.330 0.954 0.924 0.396 0.465 0.205 0.298
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.148 0.173 0.079 0.110 0.981 0.983 0.369 0.374 0.104 0.128
B-splines 2 1 0.164 0.217 0.099 0.153 0.962 0.960 0.380 0.387 0.153 0.230
Partitioning 2 1 0.167 0.190 0.099 0.128 0.968 0.965 0.379 0.380 0.125 0.187
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.9 0.137 0.130 0.104 0.102 0.086 0.103 0.145 0.119 0.210 0.145
B-splines 1 1 0.104 0.179 0.079 0.137 0.050 0.116 0.078 0.164 0.130 0.230
Partitioning 1 1 0.094 0.142 0.072 0.110 0.050 0.105 0.078 0.143 0.097 0.186
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.097 0.132 0.073 0.101 0.062 0.102 0.104 0.128 0.104 0.128
B-splines 2 1 0.123 0.183 0.093 0.139 0.148 0.123 0.156 0.170 0.161 0.232
Partitioning 2 1 0.133 0.159 0.100 0.119 0.214 0.299 0.174 0.193 0.136 0.191

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.26: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n="500,0>=1, X;p~ ((1,1), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.18 0.25 0.214 0.256 0.162 0.194 0.184 0.211 0.237 0.264 0.376 0.386
B-splines 9 4 0.226 0.236 0.177 0.178 0.221 0.243 0.176 0.258 0.330 0.399
Partitioning 9 4 0.246 0.287 0.192 0.218 0.192 0.841 0.219 0.589 0.277 0.372
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.29 0.27 0.224 0.231 0.173 0.184 0.072 0.145 0.134 0.159 0.135 0.150
B-splines 3 1 0.205 0.229 0.158 0.178 0.392 0.253 0.241 0.210 0.251 0.359
Partitioning 3 1 0.215 0.221 0.166 0.170 0.348 0.345 0.313 0.285 0.210 0.288
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.14 0.2 0.262 0.303 0.200 0.229 0.224 0.238 0.288 0.349 0.390 0.555
B-splines 9 4 0.376 0.233 0.308 0.175 0.440 0.186 0.364 0.254 0.403 0.401
Partitioning 9 4 0.310 0.294 0.245 0.223 0.263 0.946 0.257 0.605 0.340 0.370
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.24 0.508 0.513 0.413 0.414 0.671 0.701 0.589 0.586 0.316 0.335
B-splines 4 4 0.337 0.233 0.264 0.175 0.184 0.186 0.242 0.254 0.409 0.401
Partitioning 4 4 0.382 0.294 0.307 0.223 0.779 0.945 0.364 0.604 0.479 0.371
Model 2.3

Infeasible Estimation

Local Polynomial 0.18 0.41 0.209 0.194 0.155 0.145 0.146 0.119 0.238 0.185 0.385 0.294
B-splines 9 4 0.217 0.225 0.167 0.168 0.133 0.186 0.191 0.254 0.336 0.399
Partitioning 9 4 0.255 0.285 0.197 0.216 0.143 0.835 0.228 0.593 0.288 0.376
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.217 0.233 0.141 0.155 0.114 0.126 0.233 0.246 0.188 0.204
B-splines 3 2 0.195 0.219 0.144 0.164 0.192 0.166 0.235 0.221 0.244 0.381
Partitioning 3 2 0.208 0.233 0.157 0.173 0.233 0.517 0.296 0.404 0.194 0.334
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.615 0.355 0.429 0.276 0.148 0.186 0.223 0.212 0.336 0.340
B-splines 9 9 0.681 0.392 0.511 0.307 0.155 0.276 0.212 0.253 0.435 0.489
Partitioning 9 9 0.632 0.458 0.479 0.352 0.166 0.289 0.259 0.378 0.346 0.475
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.28 0.604 0.516 0.485 0.411 0.362 0.365 0.547 0.344 0.734 0.953
B-splines 4 1 0.724 0.500 0.524 0.388 0.521 0.348 0.308 0.267 0.369 0.436
Partitioning 4 1 0.719 0.476 0.522 0.361 0.562 0.771 0.355 0.512 0.334 0.374
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.9 0.189 0.149 0.143 0.118 0.178 0.163 0.208 0.140 0.345 0.183
B-splines 4 1 0.142 0.208 0.109 0.160 0.233 0.176 0.214 0.197 0.254 0.366
Partitioning 4 1 0.163 0.178 0.127 0.140 0.277 0.170 0.223 0.167 0.204 0.269
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.26 0.29 0.127 0.125 0.102 0.094 0.198 0.095 0.126 0.146 0.126 0.146
B-splines 4 1 0.142 0.210 0.109 0.160 0.233 0.176 0.214 0.203 0.254 0.367
Partitioning 4 1 0.163 0.185 0.127 0.144 0.277 0.230 0.223 0.206 0.204 0.272
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.083 0.126 0.064 0.097 0.046 0.087 0.088 0.137 0.128 0.181
B-splines 1 1 0.090 0.180 0.069 0.134 0.045 0.102 0.084 0.183 0.159 0.359
Partitioning 1 1 0.078 0.142 0.061 0.109 0.045 0.088 0.085 0.153 0.108 0.263
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.4 0.31 0.422 0.430 0.363 0.367 0.058 0.094 0.128 0.153 0.662 0.662
B-splines 1 1 0.094 0.180 0.071 0.134 0.060 0.102 0.100 0.183 0.168 0.359
Partitioning 1 1 0.086 0.142 0.065 0.109 0.085 0.088 0.102 0.153 0.115 0.263
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.189 0.255 0.120 0.183 0.959 0.926 0.376 0.391 0.284 0.333
B-splines 9 9 0.225 0.298 0.157 0.218 0.961 0.938 0.383 0.405 0.331 0.448
Partitioning 9 9 0.267 0.440 0.199 0.335 0.943 0.898 0.404 0.476 0.275 0.465
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.159 0.184 0.084 0.113 0.982 0.986 0.367 0.380 0.122 0.146
B-splines 2 1 0.176 0.227 0.107 0.156 0.955 0.954 0.387 0.395 0.210 0.361
Partitioning 2 1 0.181 0.207 0.110 0.138 0.970 0.972 0.374 0.408 0.159 0.274
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.9 0.136 0.129 0.100 0.100 0.077 0.093 0.153 0.138 0.283 0.181
B-splines 1 1 0.102 0.180 0.078 0.134 0.052 0.104 0.087 0.183 0.159 0.358
Partitioning 1 1 0.092 0.144 0.071 0.110 0.052 0.095 0.088 0.154 0.110 0.269
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.094 0.132 0.071 0.099 0.060 0.091 0.121 0.146 0.122 0.146
B-splines 3 1 0.125 0.186 0.094 0.138 0.134 0.112 0.177 0.194 0.221 0.361
Partitioning 3 1 0.136 0.166 0.102 0.122 0.196 0.253 0.179 0.237 0.170 0.280

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.27: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n="500,0>=1, X;y~ ((2,2), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.24 0.232 0.249 0.159 0.179 0.151 0.161 0.336 0.335 1.295 1.400
B-splines 9 4 0.238 0.236 0.188 0.170 0.209 0.187 0.248 0.375 0.578 1.157
Partitioning 9 4 0.248 0.287 0.193 0.215 0.164 0.655 0.261 0.706 0.429 0.785
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.26 0.236 0.237 0.191 0.191 0.058 0.113 0.172 0.204 0.176 0.198
B-splines 4 2 0.207 0.239 0.162 0.182 0.332 0.223 0.353 0.340 0.369 0.939
Partitioning 4 2 0.218 0.247 0.170 0.189 0.377 0.421 0.390 0.467 0.261 0.596
Model 2.2

Infeasible Estimation

Local Polynomial 0.14 0.2 0.259 0.291 0.186 0.206 0.180 0.169 0.379 0.425 4.109 7.040
B-splines 9 4 0.348 0.229 0.278 0.163 0.380 0.144 0.318 0.368 0.771 1.157
Partitioning 9 4 0.299 0.291 0.233 0.217 0.239 0.683 0.275 0.712 0.592 0.790
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.23 0.516 0.521 0.422 0.425 0.605 0.611 0.516 0.526 0.420 0.437
B-splines 4 4 0.295 0.229 0.221 0.163 0.200 0.144 0.372 0.368 0.711 1.157
Partitioning 4 4 0.346 0.291 0.269 0.217 0.621 0.683 0.440 0.712 0.689 0.791
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.45 0.189 0.170 0.131 0.122 0.097 0.093 0.295 0.230 0.817 0.440
B-splines 9 4 0.201 0.224 0.148 0.158 0.102 0.145 0.257 0.367 0.582 1.154
Partitioning 9 4 0.242 0.285 0.185 0.213 0.106 0.649 0.281 0.708 0.422 0.795
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.27 0.156 0.176 0.107 0.122 0.095 0.100 0.246 0.254 0.207 0.224
B-splines 3 3 0.165 0.215 0.118 0.152 0.146 0.128 0.278 0.339 0.345 1.003
Partitioning 3 3 0.176 0.243 0.130 0.174 0.190 0.484 0.293 0.544 0.239 0.686
Model 2.4

Infeasible Estimation

Local Polynomial 0.33 0.33 0.501 0.342 0.326 0.262 0.137 0.150 0.286 0.263 0.588 0.600
B-splines 9 9 0.561 0.388 0.379 0.297 0.077 0.230 0.409 0.438 0.804 3.013
Partitioning 9 9 0.543 0.456 0.381 0.344 0.133 0.196 0.452 0.485 0.612 1.823
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.28 0.529 0.459 0.400 0.350 0.284 0.279 0.345 0.326 0.991 1.024
B-splines 4 2 0.574 0.431 0.363 0.338 0.278 0.282 0.505 0.397 0.612 1.216
Partitioning 4 2 0.578 0.391 0.375 0.300 0.335 0.720 0.515 0.715 0.509 0.835
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.9 0.188 0.141 0.136 0.109 0.147 0.122 0.276 0.196 0.688 0.262
B-splines 4 1 0.143 0.201 0.108 0.146 0.205 0.135 0.229 0.298 0.368 0.809
Partitioning 4 1 0.162 0.170 0.126 0.127 0.264 0.126 0.229 0.246 0.247 0.426
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.28 0.126 0.122 0.103 0.088 0.172 0.081 0.169 0.193 0.169 0.193
B-splines 4 1 0.143 0.206 0.108 0.149 0.205 0.133 0.229 0.312 0.368 0.879
Partitioning 4 1 0.162 0.195 0.126 0.142 0.264 0.260 0.229 0.348 0.247 0.529
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.081 0.122 0.062 0.091 0.043 0.074 0.097 0.172 0.136 0.244
B-splines 1 1 0.090 0.178 0.067 0.126 0.043 0.085 0.094 0.250 0.194 0.788
Partitioning 1 1 0.077 0.141 0.059 0.104 0.043 0.073 0.094 0.187 0.122 0.394
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.39 0.3 0.356 0.366 0.297 0.304 0.052 0.083 0.159 0.207 0.658 0.667
B-splines 1 1 0.098 0.179 0.072 0.126 0.067 0.086 0.127 0.250 0.246 0.789
Partitioning 1 1 0.093 0.143 0.068 0.104 0.086 0.088 0.124 0.191 0.156 0.398
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.199 0.250 0.120 0.171 0.951 0.914 0.393 0.414 0.413 0.587
B-splines 9 9 0.234 0.306 0.158 0.214 0.950 0.923 0.400 0.497 0.573 2.513
Partitioning 9 9 0.275 0.445 0.202 0.335 0.934 0.865 0.428 0.573 0.416 1.767
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.27 0.176 0.198 0.091 0.117 0.969 0.972 0.387 0.407 0.159 0.194
B-splines 3 2 0.195 0.246 0.121 0.165 0.930 0.934 0.394 0.454 0.337 0.913
Partitioning 3 2 0.203 0.247 0.131 0.166 0.916 0.919 0.373 0.519 0.230 0.568
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.36 0.9 0.125 0.124 0.089 0.093 0.060 0.078 0.175 0.172 0.378 0.244
B-splines 1 1 0.098 0.179 0.073 0.127 0.053 0.087 0.101 0.250 0.195 0.788
Partitioning 1 1 0.086 0.142 0.066 0.105 0.052 0.079 0.101 0.187 0.125 0.400
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.27 0.089 0.127 0.064 0.090 0.055 0.080 0.157 0.194 0.157 0.193
B-splines 3 2 0.127 0.195 0.092 0.137 0.128 0.105 0.206 0.291 0.332 0.911
Partitioning 3 2 0.139 0.200 0.104 0.139 0.179 0.344 0.201 0.408 0.224 0.561

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.28: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n="500,0%>=4, X;y~ ((0.5,0.5), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.29 0.345 0.530 0.264 0.405 0.281 0.383 0.363 0.501 0.462 0.668
B-splines 4 4 0.294 0.451 0.228 0.346 0.578 0.446 0.399 0.459 0.362 0.485
Partitioning 4 4 0.335 0.567 0.260 0.431 0.600 2.040 0.484 1.127 0.322 0.483
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.26 0.253 0.304 0.196 0.240 0.142 0.244 0.219 0.270 0.214 0.265
B-splines 3 2 0.292 0.409 0.225 0.313 0.522 0.379 0.363 0.392 0.348 0.471
Partitioning 3 2 0.321 0.431 0.247 0.316 0.543 1.273 0.436 0.718 0.306 0.420
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.23 0.437 0.549 0.337 0.423 0.382 0.479 0.463 0.566 0.513 0.673
B-splines 9 4 0.492 0.451 0.396 0.346 0.514 0.414 0.469 0.457 0.455 0.484
Partitioning 9 4 0.509 0.571 0.397 0.435 0.396 2.085 0.426 1.135 0.418 0.484
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.25 0.510 0.538 0.408 0.426 0.721 0.783 0.632 0.658 0.340 0.369
B-splines 4 4 0.425 0.455 0.337 0.350 0.413 0.426 0.401 0.451 0.404 0.483
Partitioning 4 4 0.471 0.564 0.375 0.431 1.006 1.961 0.536 1.094 0.426 0.483
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.46 0.363 0.360 0.275 0.275 0.271 0.220 0.390 0.304 0.481 0.387
B-splines 4 4 0.311 0.447 0.239 0.342 0.434 0.414 0.392 0.457 0.362 0.484
Partitioning 4 4 0.351 0.567 0.273 0.431 0.544 2.057 0.495 1.127 0.318 0.483
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.27 0.300 0.348 0.206 0.251 0.161 0.227 0.306 0.343 0.268 0.310
B-splines 3 2 0.307 0.411 0.233 0.313 0.401 0.335 0.391 0.402 0.349 0.474
Partitioning 3 2 0.339 0.450 0.261 0.328 0.509 1.403 0.480 0.772 0.300 0.440
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.707 0.529 0.523 0.415 0.205 0.336 0.410 0.406 0.449 0.533
B-splines 9 9 0.793 0.604 0.630 0.471 0.299 0.433 0.339 0.444 0.479 0.512
Partitioning 9 9 0.777 0.863 0.619 0.657 0.355 0.731 0.440 0.687 0.435 0.599
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.27 0.685 0.581 0.554 0.469 0.432 0.448 0.671 0.440 0.649 0.939
B-splines 4 2 0.830 0.661 0.640 0.524 0.793 0.493 0.413 0.430 0.390 0.500
Partitioning 4 2 0.835 0.672 0.649 0.532 0.927 1.563 0.472 0.826 0.344 0.441
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.9 0.314 0.265 0.241 0.209 0.297 0.241 0.323 0.239 0.433 0.288
B-splines 4 1 0.270 0.373 0.207 0.287 0.423 0.281 0.389 0.333 0.361 0.462
Partitioning 4 1 0.312 0.302 0.243 0.235 0.548 0.246 0.449 0.284 0.316 0.370
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.27 0.195 0.244 0.152 0.188 0.258 0.210 0.209 0.260 0.209 0.260
B-splines 4 2 0.277 0.398 0.212 0.303 0.436 0.321 0.394 0.383 0.369 0.468
Partitioning 4 2 0.317 0.403 0.247 0.294 0.553 1.136 0.452 0.661 0.325 0.407
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.166 0.252 0.129 0.198 0.088 0.183 0.161 0.238 0.221 0.288
B-splines 1 1 0.177 0.357 0.136 0.273 0.087 0.228 0.153 0.329 0.258 0.460
Partitioning 1 1 0.153 0.281 0.119 0.217 0.087 0.183 0.153 0.280 0.193 0.369
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.482 0.513 0.416 0.433 0.126 0.213 0.213 0.263 0.671 0.697
B-splines 2 1 0.226 0.365 0.169 0.278 0.270 0.239 0.299 0.340 0.319 0.463
Partitioning 2 1 0.241 0.315 0.176 0.234 0.377 0.582 0.334 0.374 0.262 0.379
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.296 0.468 0.217 0.358 0.970 0.970 0.456 0.519 0.416 0.531
B-splines 9 9 0.377 0.549 0.287 0.420 0.978 0.998 0.470 0.553 0.444 0.502
Partitioning 9 9 0.480 0.853 0.370 0.648 1.007 1.130 0.532 0.757 0.410 0.596
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.27 0.207 0.274 0.140 0.201 0.985 0.997 0.411 0.435 0.208 0.261
B-splines 3 2 0.273 0.405 0.198 0.304 1.001 0.982 0.486 0.521 0.338 0.466
Partitioning 3 2 0.298 0.405 0.216 0.290 1.032 1.374 0.523 0.733 0.289 0.407
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.42 0.9 0.239 0.254 0.180 0.199 0.129 0.189 0.237 0.238 0.363 0.288
B-splines 1 1 0.185 0.357 0.142 0.273 0.091 0.229 0.154 0.329 0.259 0.460
Partitioning 1 1 0.162 0.282 0.126 0.218 0.091 0.190 0.154 0.282 0.193 0.370
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.27 0.173 0.249 0.132 0.192 0.129 0.210 0.209 0.261 0.208 0.261
B-splines 3 2 0.251 0.392 0.190 0.297 0.346 0.309 0.349 0.387 0.339 0.468
Partitioning 3 2 0.282 0.408 0.213 0.292 0.472 1.230 0.397 0.699 0.292 0.413

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.29: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n="500,0>=4, X;y~ ((1,1), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.28 0.358 0.540 0.268 0.400 0.264 0.350 0.404 0.528 0.676 0.883
B-splines 4 4 0.304 0.455 0.235 0.340 0.526 0.402 0.451 0.510 0.507 0.798
Partitioning 4 4 0.342 0.568 0.266 0.431 0.558 1.666 0.514 1.175 0.411 0.742
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.26 0.269 0.315 0.211 0.248 0.129 0.222 0.253 0.300 0.257 0.296
B-splines 3 2 0.304 0.415 0.235 0.313 0.489 0.345 0.424 0.431 0.493 0.747
Partitioning 3 2 0.334 0.437 0.259 0.322 0.516 1.036 0.484 0.779 0.393 0.618
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.23 0.436 0.541 0.329 0.408 0.345 0.408 0.501 0.582 0.762 0.854
B-splines 9 4 0.489 0.453 0.391 0.338 0.466 0.370 0.464 0.508 0.710 0.800
Partitioning 9 4 0.509 0.572 0.398 0.434 0.356 1.726 0.457 1.185 0.592 0.738
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.25 0.529 0.556 0.429 0.447 0.677 0.717 0.633 0.639 0.376 0.418
B-splines 4 4 0.411 0.457 0.321 0.342 0.361 0.379 0.447 0.493 0.608 0.795
Partitioning 4 4 0.469 0.565 0.371 0.430 0.878 1.655 0.530 1.122 0.600 0.750
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.47 0.351 0.342 0.259 0.256 0.228 0.201 0.404 0.325 0.684 0.517
B-splines 4 1 0.305 0.377 0.231 0.281 0.373 0.231 0.432 0.374 0.509 0.717
Partitioning 4 1 0.345 0.311 0.267 0.236 0.488 0.186 0.485 0.338 0.408 0.545
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.262 0.317 0.181 0.227 0.157 0.207 0.312 0.355 0.281 0.328
B-splines 3 2 0.297 0.415 0.223 0.307 0.336 0.306 0.419 0.441 0.488 0.754
Partitioning 3 2 0.328 0.455 0.250 0.330 0.449 1.088 0.467 0.844 0.388 0.641
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.659 0.523 0.472 0.404 0.197 0.299 0.347 0.420 0.596 0.671
B-splines 9 9 0.749 0.608 0.570 0.466 0.221 0.382 0.357 0.475 0.722 0.918
Partitioning 9 9 0.750 0.866 0.584 0.662 0.293 0.578 0.457 0.747 0.592 0.936
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.27 0.652 0.560 0.517 0.444 0.392 0.401 0.545 0.428 0.814 0.987
B-splines 4 2 0.765 0.636 0.555 0.492 0.620 0.440 0.480 0.483 0.574 0.798
Partitioning 4 2 0.775 0.650 0.576 0.502 0.703 1.290 0.525 0.934 0.491 0.687
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.9 0.320 0.264 0.241 0.206 0.273 0.224 0.353 0.275 0.612 0.361
B-splines 4 1 0.274 0.374 0.209 0.281 0.386 0.250 0.428 0.374 0.508 0.719
Partitioning 4 1 0.316 0.304 0.246 0.234 0.498 0.231 0.446 0.314 0.408 0.527
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.27 0.204 0.249 0.161 0.187 0.252 0.187 0.251 0.294 0.251 0.294
B-splines 4 2 0.279 0.401 0.212 0.298 0.393 0.286 0.433 0.425 0.510 0.741
Partitioning 4 2 0.320 0.406 0.249 0.295 0.501 0.863 0.451 0.682 0.413 0.602
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.166 0.251 0.128 0.194 0.092 0.174 0.177 0.274 0.256 0.361
B-splines 1 1 0.180 0.359 0.137 0.267 0.090 0.204 0.169 0.367 0.318 0.717
Partitioning 1 1 0.156 0.285 0.122 0.217 0.090 0.176 0.169 0.307 0.217 0.526
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.35 0.28 0.446 0.481 0.377 0.399 0.118 0.185 0.249 0.298 0.701 0.711
B-splines 2 1 0.233 0.370 0.172 0.274 0.250 0.221 0.333 0.388 0.426 0.724
Partitioning 2 1 0.249 0.328 0.183 0.241 0.356 0.497 0.342 0.471 0.326 0.550
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.301 0.461 0.216 0.344 0.969 0.956 0.461 0.537 0.568 0.667
B-splines 9 9 0.385 0.553 0.290 0.413 0.976 0.974 0.479 0.571 0.663 0.896
Partitioning 9 9 0.485 0.857 0.376 0.654 0.974 1.031 0.556 0.796 0.550 0.929
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.217 0.283 0.145 0.203 0.990 1.003 0.420 0.458 0.247 0.293
B-splines 3 2 0.286 0.415 0.206 0.306 0.973 0.970 0.520 0.552 0.479 0.742
Partitioning 3 2 0.313 0.426 0.229 0.305 1.038 1.290 0.515 0.800 0.377 0.608
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.42 0.9 0.235 0.253 0.174 0.196 0.121 0.177 0.251 0.275 0.480 0.361
B-splines 1 1 0.187 0.359 0.142 0.267 0.094 0.204 0.170 0.367 0.318 0.717
Partitioning 1 1 0.163 0.286 0.127 0.218 0.094 0.179 0.171 0.307 0.217 0.530
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.175 0.252 0.132 0.190 0.121 0.186 0.247 0.293 0.247 0.293
B-splines 3 2 0.258 0.397 0.194 0.293 0.311 0.270 0.391 0.433 0.484 0.744
Partitioning 3 2 0.290 0.417 0.220 0.298 0.434 0.975 0.408 0.770 0.378 0.614

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.30: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n="500,0%=4, X;~ ((2,2), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.27 0.366 0.453 0.261 0.324 0.220 0.268 0.554 0.587 1.384 1.542
B-splines 4 4 0.309 0.453 0.236 0.322 0.427 0.313 0.535 0.738 0.738 2.308
Partitioning 4 4 0.344 0.568 0.268 0.425 0.538 1.285 0.558 1.407 0.500 1.558
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.29 0.26 0.279 0.320 0.223 0.247 0.112 0.183 0.332 0.398 0.334 0.392
B-splines 4 3 0.310 0.434 0.237 0.313 0.413 0.305 0.518 0.673 0.724 2.065
Partitioning 4 3 0.341 0.496 0.265 0.362 0.522 1.012 0.536 1.115 0.496 1.364
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.23 0.423 0.511 0.303 0.365 0.277 0.290 0.654 0.702 6.256 5.066
B-splines 9 4 0.464 0.449 0.360 0.319 0.403 0.288 0.473 0.734 1.265 2.308
Partitioning 9 4 0.499 0.570 0.385 0.426 0.297 1.295 0.524 1.409 0.933 1.552
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.24 0.536 0.563 0.436 0.453 0.612 0.628 0.589 0.617 0.506 0.558
B-splines 4 4 0.371 0.450 0.278 0.320 0.312 0.294 0.574 0.723 0.930 2.241
Partitioning 4 4 0.442 0.566 0.341 0.423 0.754 1.266 0.619 1.378 0.809 1.549
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.51 0.317 0.304 0.221 0.219 0.156 0.161 0.485 0.415 1.092 0.750
B-splines 4 1 0.288 0.368 0.212 0.261 0.304 0.185 0.484 0.520 0.740 1.574
Partitioning 4 1 0.327 0.298 0.252 0.218 0.426 0.157 0.501 0.415 0.502 0.791
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.26 0.214 0.277 0.151 0.197 0.132 0.173 0.373 0.424 0.348 0.406
B-splines 3 3 0.281 0.424 0.205 0.299 0.286 0.255 0.470 0.684 0.709 2.067
Partitioning 3 3 0.312 0.497 0.236 0.356 0.394 1.025 0.482 1.163 0.480 1.395
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.549 0.492 0.370 0.368 0.169 0.229 0.430 0.520 0.931 1.182
B-splines 9 9 0.640 0.606 0.450 0.443 0.148 0.306 0.537 0.785 1.290 5.271
Partitioning 9 9 0.674 0.865 0.502 0.649 0.220 0.392 0.634 0.959 0.950 3.574
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.27 0.573 0.506 0.431 0.387 0.303 0.311 0.398 0.475 1.125 1.075
B-splines 4 3 0.621 0.581 0.410 0.436 0.384 0.352 0.635 0.737 0.874 2.262
Partitioning 4 3 0.638 0.615 0.443 0.463 0.505 1.205 0.640 1.262 0.656 1.540
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.26 0.9 0.314 0.254 0.228 0.192 0.225 0.175 0.454 0.357 1.003 0.498
B-splines 4 1 0.273 0.369 0.203 0.263 0.330 0.199 0.457 0.527 0.736 1.579
Partitioning 4 1 0.314 0.298 0.244 0.220 0.456 0.177 0.456 0.409 0.494 0.805
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.26 0.201 0.248 0.156 0.177 0.214 0.163 0.333 0.390 0.333 0.390
B-splines 4 2 0.275 0.414 0.205 0.292 0.333 0.245 0.461 0.649 0.737 2.018
Partitioning 4 2 0.315 0.463 0.245 0.328 0.457 0.917 0.459 1.004 0.498 1.308
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.161 0.243 0.123 0.183 0.087 0.147 0.193 0.343 0.273 0.487
B-splines 1 1 0.179 0.357 0.133 0.252 0.087 0.171 0.189 0.499 0.389 1.577
Partitioning 1 1 0.153 0.283 0.118 0.207 0.086 0.147 0.189 0.374 0.244 0.789
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.27 0.384 0.424 0.316 0.341 0.105 0.163 0.324 0.395 0.710 0.741
B-splines 3 2 0.247 0.388 0.179 0.272 0.245 0.208 0.408 0.578 0.667 1.830
Partitioning 3 2 0.270 0.398 0.200 0.276 0.348 0.686 0.396 0.788 0.443 1.134
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.300 0.432 0.206 0.308 0.954 0.929 0.512 0.613 0.825 1.174
B-splines 9 9 0.387 0.557 0.282 0.396 0.956 0.943 0.536 0.816 1.146 5.026
Partitioning 9 9 0.485 0.859 0.372 0.646 0.949 0.929 0.624 1.011 0.831 3.534
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.26 0.228 0.292 0.147 0.200 0.972 0.982 0.483 0.534 0.324 0.390
B-splines 3 3 0.300 0.443 0.213 0.313 0.949 0.945 0.553 0.748 0.705 2.066
Partitioning 3 3 0.328 0.499 0.242 0.356 0.959 1.242 0.532 1.147 0.478 1.355
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.45 0.9 0.216 0.244 0.156 0.184 0.100 0.150 0.280 0.343 0.573 0.488
B-splines 1 1 0.183 0.357 0.136 0.253 0.092 0.171 0.191 0.499 0.388 1.576
Partitioning 1 1 0.158 0.283 0.122 0.208 0.091 0.150 0.191 0.374 0.245 0.792
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.26 0.171 0.250 0.123 0.178 0.108 0.163 0.323 0.390 0.323 0.389
B-splines 3 3 0.261 0.416 0.191 0.292 0.276 0.245 0.438 0.655 0.705 2.048
Partitioning 3 3 0.294 0.477 0.224 0.338 0.397 0.973 0.431 1.068 0.474 1.340

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.31: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=1000, 0% =1, X;, ~ 3(0.5,0.5), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.23 0.161 0.191 0.124 0.148 0.167 0.184 0.157 0.193 0.177 0.220
B-splines 9 4 0.175 0.173 0.135 0.134 0.215 0.231 0.115 0.167 0.160 0.166
Partitioning 9 4 0.180 0.206 0.139 0.156 0.181 0.654 0.140 0.385 0.151 0.169
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.28 0.27 0.199 0.201 0.146 0.155 0.084 0.149 0.096 0.113 0.084 0.096
B-splines 4 1 0.166 0.177 0.124 0.138 0.419 0.243 0.167 0.125 0.141 0.162
Partitioning 4 1 0.177 0.175 0.133 0.134 0.328 0.235 0.248 0.176 0.138 0.159
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.18 0.206 0.233 0.161 0.180 0.202 0.213 0.196 0.273 0.182 0.323
B-splines 16 4 0.210 0.173 0.166 0.133 0.408 0.148 0.267 0.157 0.175 0.168
Partitioning 16 4 0.253 0.218 0.196 0.166 0.555 0.830 0.377 0.396 0.167 0.172
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.23 0.487 0.489 0.390 0.387 0.703 0.747 0.602 0.604 0.277 0.285
B-splines 4 4 0.343 0.173 0.275 0.133 0.169 0.148 0.149 0.157 0.228 0.168
Partitioning 4 4 0.373 0.218 0.305 0.166 0.884 0.830 0.290 0.396 0.311 0.172
Model 2.3

Infeasible Estimation

Local Polynomial 0.15 0.37 0.168 0.156 0.129 0.120 0.141 0.106 0.168 0.133 0.186 0.174
B-splines 16 4 0.177 0.160 0.138 0.122 0.279 0.148 0.223 0.157 0.174 0.167
Partitioning 16 4 0.233 0.205 0.181 0.156 0.425 0.667 0.322 0.386 0.177 0.171
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.259 0.265 0.164 0.172 0.114 0.121 0.232 0.240 0.179 0.189
B-splines 4 3 0.187 0.167 0.145 0.129 0.222 0.148 0.145 0.146 0.140 0.165
Partitioning 4 3 0.200 0.196 0.156 0.149 0.213 0.533 0.248 0.320 0.127 0.180
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.666 0.318 0.479 0.242 0.140 0.175 0.306 0.151 0.197 0.197
B-splines 9 9 0.726 0.342 0.575 0.269 0.223 0.276 0.168 0.179 0.194 0.190
Partitioning 9 9 0.652 0.348 0.512 0.267 0.148 0.233 0.203 0.239 0.175 0.213
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.27 0.610 0.530 0.509 0.438 0.394 0.394 0.667 0.363 0.588 0.902
B-splines 4 1 0.733 0.410 0.579 0.322 0.303 0.392 0.166 0.189 0.192 0.186
Partitioning 4 1 0.667 0.359 0.521 0.274 0.277 0.757 0.200 0.387 0.173 0.175
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.9 0.145 0.123 0.112 0.099 0.156 0.170 0.143 0.085 0.174 0.108
B-splines 4 1 0.105 0.169 0.081 0.135 0.204 0.186 0.140 0.119 0.136 0.166
Partitioning 4 1 0.118 0.150 0.092 0.122 0.244 0.179 0.152 0.103 0.122 0.145
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.29 0.097 0.088 0.077 0.068 0.173 0.078 0.075 0.089 0.075 0.089
B-splines 4 1 0.105 0.169 0.081 0.134 0.204 0.185 0.140 0.119 0.136 0.166
Partitioning 4 1 0.118 0.153 0.092 0.123 0.244 0.204 0.152 0.119 0.122 0.146
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.060 0.090 0.046 0.071 0.033 0.066 0.057 0.084 0.083 0.107
B-splines 1 1 0.063 0.127 0.048 0.097 0.033 0.081 0.055 0.117 0.094 0.162
Partitioning 1 1 0.055 0.101 0.043 0.078 0.033 0.066 0.055 0.099 0.072 0.142
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.41 0.31 0.459 0.462 0.404 0.405 0.045 0.075 0.078 0.096 0.646 0.652
B-splines 1 1 0.066 0.127 0.050 0.097 0.044 0.081 0.066 0.117 0.097 0.162
Partitioning 1 1 0.060 0.101 0.045 0.078 0.053 0.066 0.066 0.099 0.074 0.142
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.155 0.198 0.091 0.139 0.960 0.924 0.356 0.353 0.151 0.188
B-splines 9 9 0.176 0.224 0.115 0.162 0.963 0.938 0.359 0.360 0.160 0.171
Partitioning 9 9 0.204 0.319 0.144 0.239 0.937 0.883 0.356 0.384 0.148 0.199
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.137 0.152 0.064 0.085 0.984 0.986 0.360 0.362 0.074 0.090
B-splines 2 1 0.145 0.177 0.077 0.115 0.967 0.959 0.364 0.359 0.114 0.162
Partitioning 2 1 0.147 0.161 0.077 0.099 0.966 0.959 0.361 0.356 0.095 0.144
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.29 0.9 0.104 0.096 0.079 0.075 0.071 0.080 0.111 0.086 0.159 0.108
B-splines 4 1 0.097 0.128 0.075 0.098 0.143 0.084 0.139 0.117 0.135 0.162
Partitioning 4 1 0.114 0.103 0.089 0.080 0.205 0.082 0.151 0.101 0.122 0.145
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.079 0.102 0.059 0.078 0.047 0.072 0.073 0.090 0.073 0.090
B-splines 3 1 0.093 0.130 0.070 0.099 0.108 0.088 0.112 0.118 0.121 0.162
Partitioning 3 1 0.102 0.113 0.077 0.085 0.164 0.168 0.122 0.129 0.106 0.146

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.32: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=1000, 0% =1, X;, ~ 3(1,1), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.16 0.23 0.166 0.190 0.126 0.144 0.150 0.161 0.178 0.196 0.253 0.268
B-splines 9 4 0.186 0.174 0.146 0.133 0.209 0.205 0.131 0.185 0.210 0.240
Partitioning 9 4 0.183 0.205 0.142 0.156 0.164 0.573 0.152 0.393 0.184 0.232
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.27 0.215 0.213 0.165 0.170 0.059 0.126 0.101 0.115 0.098 0.105
B-splines 4 1 0.172 0.187 0.132 0.146 0.393 0.236 0.209 0.153 0.169 0.227
Partitioning 4 1 0.181 0.184 0.138 0.143 0.341 0.258 0.288 0.200 0.155 0.199
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.18 0.203 0.227 0.156 0.171 0.177 0.174 0.210 0.262 0.259 0.401
B-splines 16 4 0.205 0.170 0.159 0.128 0.353 0.128 0.289 0.182 0.246 0.242
Partitioning 16 4 0.251 0.216 0.195 0.164 0.510 0.696 0.411 0.404 0.217 0.233
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.29 0.23 0.505 0.508 0.411 0.410 0.675 0.704 0.571 0.572 0.313 0.320
B-splines 4 4 0.327 0.170 0.257 0.128 0.165 0.128 0.176 0.182 0.334 0.242
Partitioning 4 4 0.362 0.216 0.292 0.164 0.752 0.696 0.317 0.404 0.429 0.233
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.16 0.39 0.160 0.148 0.120 0.110 0.109 0.091 0.177 0.138 0.258 0.203
B-splines 9 4 0.176 0.159 0.137 0.118 0.117 0.129 0.148 0.182 0.212 0.240
Partitioning 9 4 0.194 0.203 0.150 0.154 0.101 0.582 0.161 0.397 0.192 0.235
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.210 0.217 0.133 0.140 0.104 0.103 0.214 0.214 0.164 0.166
B-splines 4 3 0.172 0.164 0.128 0.124 0.172 0.130 0.166 0.171 0.169 0.236
Partitioning 4 3 0.182 0.190 0.137 0.142 0.179 0.459 0.239 0.328 0.137 0.230
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.613 0.322 0.425 0.246 0.138 0.158 0.190 0.155 0.223 0.224
B-splines 9 9 0.677 0.346 0.507 0.274 0.136 0.254 0.154 0.192 0.297 0.275
Partitioning 9 9 0.618 0.349 0.464 0.269 0.133 0.188 0.187 0.255 0.235 0.278
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.27 0.580 0.506 0.471 0.403 0.345 0.344 0.571 0.325 0.690 0.945
B-splines 4 2 0.688 0.399 0.510 0.323 0.267 0.346 0.185 0.206 0.290 0.257
Partitioning 4 2 0.642 0.335 0.475 0.261 0.285 0.707 0.213 0.412 0.239 0.238
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.9 0.145 0.120 0.110 0.097 0.139 0.149 0.158 0.098 0.235 0.125
B-splines 4 1 0.105 0.166 0.081 0.130 0.193 0.162 0.151 0.146 0.168 0.235
Partitioning 4 1 0.118 0.147 0.092 0.118 0.225 0.156 0.154 0.126 0.136 0.182
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.29 0.099 0.087 0.079 0.066 0.161 0.067 0.088 0.096 0.088 0.096
B-splines 4 1 0.105 0.166 0.081 0.130 0.193 0.162 0.151 0.149 0.168 0.234
Partitioning 4 1 0.118 0.151 0.092 0.120 0.225 0.187 0.154 0.139 0.136 0.186
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.059 0.089 0.046 0.069 0.033 0.061 0.060 0.094 0.089 0.122
B-splines 1 1 0.064 0.127 0.049 0.094 0.033 0.072 0.058 0.129 0.109 0.226
Partitioning 1 1 0.055 0.100 0.043 0.076 0.033 0.060 0.057 0.107 0.077 0.171
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.4 0.31 0.419 0.423 0.362 0.364 0.042 0.065 0.086 0.103 0.646 0.651
B-splines 1 1 0.066 0.127 0.050 0.094 0.043 0.072 0.067 0.129 0.115 0.226
Partitioning 1 1 0.060 0.100 0.046 0.076 0.054 0.060 0.068 0.107 0.083 0.171
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.164 0.202 0.093 0.137 0.957 0.918 0.359 0.355 0.183 0.215
B-splines 9 9 0.185 0.230 0.118 0.161 0.960 0.930 0.364 0.371 0.209 0.254
Partitioning 9 9 0.211 0.323 0.148 0.243 0.937 0.858 0.369 0.390 0.179 0.267
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.149 0.162 0.068 0.087 0.978 0.979 0.361 0.363 0.084 0.097
B-splines 2 1 0.157 0.186 0.085 0.118 0.954 0.952 0.368 0.369 0.145 0.226
Partitioning 2 1 0.160 0.174 0.087 0.105 0.956 0.946 0.357 0.369 0.112 0.179
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.9 0.103 0.094 0.076 0.072 0.061 0.070 0.119 0.094 0.197 0.122
B-splines 4 1 0.096 0.127 0.073 0.095 0.125 0.074 0.151 0.129 0.168 0.226
Partitioning 4 1 0.113 0.102 0.088 0.078 0.177 0.072 0.154 0.109 0.136 0.176
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.074 0.097 0.055 0.073 0.043 0.063 0.083 0.096 0.083 0.097
B-splines 3 1 0.091 0.131 0.069 0.097 0.099 0.079 0.126 0.138 0.150 0.225
Partitioning 3 1 0.101 0.118 0.076 0.086 0.145 0.178 0.131 0.156 0.119 0.183

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.33: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=1000, 0% =1, X;, ~ 3(2,2), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.15 0.22 0.174 0.187 0.125 0.134 0.127 0.130 0.237 0.229 0.739 0.554
B-splines 9 4 0.203 0.175 0.162 0.128 0.202 0.159 0.192 0.236 0.391 0.633
Partitioning 9 4 0.188 0.206 0.147 0.154 0.150 0.456 0.176 0.464 0.305 0.496
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.26 0.227 0.221 0.183 0.180 0.043 0.098 0.124 0.144 0.136 0.145
B-splines 4 2 0.180 0.194 0.140 0.150 0.326 0.212 0.318 0.241 0.256 0.559
Partitioning 4 2 0.186 0.199 0.144 0.154 0.350 0.322 0.379 0.324 0.194 0.389
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.18 0.201 0.216 0.145 0.154 0.146 0.132 0.263 0.293 0.637 1.093
B-splines 16 4 0.195 0.166 0.145 0.118 0.297 0.103 0.315 0.231 0.539 0.632
Partitioning 16 4 0.249 0.212 0.190 0.158 0.426 0.498 0.459 0.481 0.438 0.509
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.22 0.513 0.516 0.420 0.422 0.606 0.613 0.510 0.514 0.392 0.400
B-splines 8 4 0.323 0.166 0.257 0.118 0.355 0.103 0.271 0.231 0.567 0.632
Partitioning 8 4 0.267 0.212 0.209 0.158 0.313 0.498 0.229 0.481 0.515 0.509
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.42 0.147 0.130 0.102 0.092 0.079 0.073 0.211 0.162 0.537 0.344
B-splines 9 4 0.158 0.158 0.116 0.111 0.089 0.104 0.205 0.230 0.401 0.633
Partitioning 9 4 0.180 0.202 0.136 0.150 0.078 0.444 0.198 0.472 0.295 0.506
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.146 0.155 0.098 0.104 0.089 0.083 0.207 0.197 0.164 0.164
B-splines 3 3 0.140 0.157 0.098 0.111 0.114 0.102 0.228 0.222 0.243 0.597
Partitioning 3 3 0.147 0.184 0.107 0.134 0.147 0.365 0.245 0.399 0.186 0.462
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.496 0.313 0.320 0.239 0.131 0.133 0.227 0.172 0.456 0.380
B-splines 9 9 0.555 0.344 0.370 0.269 0.054 0.217 0.360 0.249 0.593 1.193
Partitioning 9 9 0.527 0.348 0.359 0.262 0.113 0.137 0.375 0.295 0.486 0.791
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.27 0.512 0.450 0.390 0.342 0.273 0.263 0.359 0.271 0.927 1.024
B-splines 4 4 0.567 0.398 0.360 0.320 0.221 0.275 0.448 0.242 0.542 0.690
Partitioning 4 4 0.559 0.327 0.360 0.256 0.251 0.568 0.469 0.478 0.473 0.519
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.9 0.146 0.112 0.106 0.088 0.120 0.114 0.199 0.147 0.498 0.194
B-splines 4 1 0.106 0.157 0.081 0.117 0.181 0.122 0.156 0.223 0.252 0.528
Partitioning 4 1 0.119 0.137 0.093 0.105 0.216 0.119 0.164 0.197 0.182 0.313
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.29 0.100 0.087 0.082 0.062 0.145 0.060 0.123 0.135 0.123 0.135
B-splines 4 1 0.106 0.158 0.081 0.117 0.181 0.121 0.156 0.226 0.252 0.547
Partitioning 4 1 0.119 0.147 0.093 0.111 0.216 0.187 0.164 0.224 0.182 0.335
Model 2.6

Infeasible Estimation

Local Polynomial 0.9 0.9 0.058 0.086 0.045 0.064 0.033 0.052 0.071 0.122 0.101 0.179
B-splines 1 1 0.063 0.126 0.047 0.088 0.033 0.060 0.067 0.164 0.137 0.494
Partitioning 1 1 0.055 0.099 0.043 0.072 0.033 0.052 0.067 0.130 0.088 0.278
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.4 0.3 0.353 0.358 0.296 0.299 0.038 0.058 0.115 0.140 0.652 0.658
B-splines 1 1 0.070 0.126 0.051 0.088 0.051 0.060 0.088 0.164 0.172 0.496
Partitioning 1 1 0.068 0.099 0.050 0.073 0.069 0.055 0.092 0.130 0.111 0.279
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.177 0.205 0.097 0.131 0.950 0.910 0.363 0.355 0.294 0.371
B-splines 9 9 0.198 0.241 0.123 0.161 0.950 0.920 0.369 0.397 0.388 0.946
Partitioning 9 9 0.222 0.330 0.154 0.245 0.931 0.855 0.372 0.412 0.290 0.777
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.27 0.166 0.178 0.078 0.094 0.969 0.969 0.362 0.370 0.116 0.137
B-splines 3 2 0.174 0.204 0.099 0.127 0.926 0.930 0.363 0.386 0.232 0.551
Partitioning 3 2 0.179 0.199 0.104 0.125 0.917 0.890 0.340 0.393 0.170 0.368
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.9 0.096 0.089 0.067 0.067 0.048 0.058 0.134 0.123 0.309 0.179
B-splines 4 1 0.095 0.126 0.071 0.089 0.106 0.062 0.155 0.165 0.252 0.494
Partitioning 4 1 0.111 0.101 0.086 0.074 0.154 0.058 0.163 0.130 0.182 0.288
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.067 0.092 0.049 0.066 0.042 0.058 0.113 0.135 0.114 0.136
B-splines 3 2 0.091 0.136 0.067 0.095 0.092 0.074 0.135 0.184 0.232 0.545
Partitioning 3 2 0.101 0.135 0.076 0.093 0.135 0.214 0.145 0.236 0.166 0.356

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.34: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=1000, 0 =4, X;, ~ 3(0.5,0.5), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.27 0.267 0.345 0.205 0.266 0.240 0.305 0.271 0.327 0.339 0.370
B-splines 4 4 0.228 0.325 0.177 0.250 0.504 0.342 0.300 0.319 0.271 0.333
Partitioning 4 4 0.256 0.405 0.198 0.308 0.472 1.301 0.376 0.766 0.251 0.339
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.29 0.26 0.225 0.252 0.171 0.198 0.119 0.200 0.159 0.193 0.153 0.184
B-splines 3 2 0.233 0.299 0.180 0.230 0.463 0.303 0.285 0.265 0.270 0.326
Partitioning 3 2 0.255 0.310 0.196 0.231 0.446 0.725 0.349 0.461 0.247 0.308
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.15 0.21 0.343 0.412 0.266 0.319 0.314 0.361 0.349 0.440 0.361 0.516
B-splines 9 4 0.425 0.325 0.348 0.249 0.489 0.293 0.428 0.313 0.336 0.334
Partitioning 9 4 0.392 0.411 0.309 0.313 0.332 1.402 0.322 0.772 0.309 0.340
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.24 0.498 0.512 0.399 0.407 0.709 0.757 0.616 0.626 0.304 0.323
B-splines 4 4 0.382 0.326 0.305 0.250 0.300 0.295 0.284 0.313 0.327 0.334
Partitioning 4 4 0.420 0.411 0.338 0.313 0.941 1.399 0.384 0.767 0.376 0.341
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.43 0.279 0.271 0.213 0.208 0.219 0.176 0.286 0.223 0.352 0.300
B-splines 9 4 0.288 0.318 0.225 0.244 0.187 0.294 0.227 0.314 0.321 0.333
Partitioning 9 4 0.351 0.404 0.273 0.307 0.238 1.308 0.278 0.766 0.304 0.339
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.279 0.305 0.186 0.214 0.142 0.178 0.263 0.288 0.218 0.246
B-splines 4 3 0.250 0.304 0.192 0.232 0.320 0.257 0.286 0.280 0.267 0.328
Partitioning 4 3 0.274 0.344 0.212 0.255 0.368 0.960 0.359 0.566 0.240 0.332
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.686 0.422 0.501 0.332 0.175 0.259 0.351 0.295 0.325 0.382
B-splines 9 9 0.759 0.475 0.603 0.373 0.255 0.350 0.254 0.307 0.337 0.351
Partitioning 9 9 0.712 0.626 0.568 0.478 0.251 0.466 0.311 0.472 0.310 0.406
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.27 0.648 0.554 0.532 0.452 0.417 0.423 0.669 0.393 0.613 0.921
B-splines 4 2 0.808 0.562 0.625 0.443 0.704 0.428 0.293 0.312 0.297 0.343
Partitioning 4 2 0.801 0.560 0.620 0.438 0.782 1.101 0.340 0.627 0.272 0.328
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.9 0.243 0.199 0.187 0.158 0.243 0.207 0.246 0.168 0.325 0.215
B-splines 4 1 0.197 0.278 0.151 0.215 0.319 0.234 0.279 0.234 0.271 0.326
Partitioning 4 1 0.225 0.230 0.175 0.181 0.408 0.214 0.303 0.200 0.244 0.285
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.26 0.27 0.152 0.176 0.120 0.136 0.223 0.151 0.148 0.181 0.148 0.181
B-splines 4 2 0.197 0.291 0.151 0.223 0.319 0.255 0.279 0.258 0.271 0.326
Partitioning 4 2 0.225 0.290 0.175 0.216 0.408 0.644 0.303 0.413 0.244 0.302
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.119 0.181 0.092 0.141 0.066 0.132 0.113 0.168 0.165 0.215
B-splines 1 1 0.127 0.255 0.097 0.194 0.066 0.161 0.110 0.233 0.188 0.324
Partitioning 1 1 0.110 0.202 0.086 0.156 0.066 0.133 0.110 0.199 0.144 0.284
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.35 0.28 0.470 0.486 0.410 0.418 0.093 0.148 0.149 0.181 0.660 0.671
B-splines 2 1 0.163 0.260 0.122 0.197 0.196 0.171 0.221 0.237 0.234 0.324
Partitioning 2 1 0.175 0.223 0.127 0.167 0.273 0.323 0.230 0.259 0.198 0.288
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.227 0.341 0.160 0.259 0.967 0.944 0.394 0.431 0.301 0.376
B-splines 9 9 0.283 0.399 0.210 0.303 0.974 0.964 0.404 0.435 0.320 0.342
Partitioning 9 9 0.352 0.611 0.268 0.463 0.956 0.977 0.423 0.558 0.296 0.398
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.172 0.215 0.107 0.150 0.989 0.997 0.381 0.393 0.147 0.181
B-splines 3 2 0.213 0.299 0.147 0.220 0.981 0.969 0.415 0.426 0.251 0.326
Partitioning 3 2 0.230 0.296 0.159 0.208 0.989 1.100 0.419 0.512 0.221 0.301
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.37 0.9 0.183 0.183 0.138 0.144 0.109 0.139 0.189 0.169 0.288 0.215
B-splines 1 1 0.138 0.255 0.106 0.194 0.069 0.162 0.112 0.233 0.188 0.324
Partitioning 1 1 0.123 0.203 0.096 0.157 0.069 0.141 0.112 0.200 0.144 0.285
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.130 0.183 0.100 0.142 0.095 0.148 0.147 0.181 0.147 0.182
B-splines 3 2 0.183 0.278 0.139 0.210 0.247 0.212 0.256 0.264 0.257 0.326
Partitioning 3 2 0.206 0.285 0.156 0.205 0.342 0.707 0.270 0.435 0.229 0.305

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.35: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=1000, 0% =4, X;, ~ 3(1,1), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.26 0.275 0.342 0.207 0.258 0.217 0.265 0.307 0.339 0.460 0.450
B-splines 4 4 0.236 0.324 0.183 0.244 0.453 0.303 0.335 0.364 0.336 0.480
Partitioning 4 4 0.260 0.402 0.202 0.305 0.451 1.135 0.395 0.783 0.281 0.462
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.29 0.26 0.239 0.261 0.187 0.208 0.094 0.170 0.178 0.204 0.177 0.200
B-splines 4 2 0.240 0.304 0.187 0.232 0.430 0.274 0.321 0.312 0.330 0.463
Partitioning 4 2 0.261 0.318 0.202 0.238 0.431 0.643 0.373 0.516 0.279 0.394
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.15 0.21 0.337 0.402 0.256 0.303 0.272 0.299 0.376 0.431 0.510 0.620
B-splines 9 4 0.419 0.322 0.340 0.241 0.447 0.255 0.399 0.363 0.459 0.482
Partitioning 9 4 0.389 0.408 0.305 0.309 0.295 1.202 0.331 0.788 0.398 0.461
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.24 0.516 0.529 0.419 0.427 0.677 0.715 0.592 0.600 0.343 0.360
B-splines 4 4 0.365 0.323 0.285 0.241 0.252 0.256 0.321 0.363 0.446 0.482
Partitioning 4 4 0.414 0.408 0.330 0.309 0.825 1.198 0.428 0.787 0.498 0.463
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.44 0.268 0.255 0.198 0.191 0.172 0.153 0.305 0.238 0.464 0.350
B-splines 9 4 0.281 0.316 0.216 0.236 0.162 0.255 0.252 0.363 0.419 0.480
Partitioning 9 4 0.345 0.402 0.268 0.304 0.194 1.143 0.308 0.786 0.365 0.464
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.233 0.264 0.155 0.183 0.127 0.152 0.257 0.272 0.218 0.236
B-splines 4 3 0.235 0.300 0.177 0.224 0.263 0.219 0.309 0.321 0.330 0.470
Partitioning 4 3 0.258 0.336 0.198 0.246 0.325 0.780 0.355 0.602 0.267 0.427
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.635 0.420 0.448 0.327 0.166 0.225 0.266 0.302 0.390 0.436
B-splines 9 9 0.711 0.476 0.538 0.370 0.173 0.313 0.255 0.345 0.473 0.520
Partitioning 9 9 0.681 0.625 0.526 0.478 0.212 0.377 0.324 0.499 0.392 0.540
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.27 0.618 0.531 0.495 0.421 0.365 0.367 0.567 0.364 0.732 0.967
B-splines 4 2 0.745 0.536 0.540 0.418 0.539 0.388 0.361 0.364 0.388 0.493
Partitioning 4 2 0.745 0.529 0.547 0.407 0.608 1.034 0.397 0.693 0.350 0.451
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.9 0.244 0.195 0.184 0.153 0.216 0.184 0.271 0.189 0.419 0.245
B-splines 4 1 0.196 0.275 0.149 0.208 0.288 0.206 0.302 0.267 0.335 0.456
Partitioning 4 1 0.224 0.228 0.175 0.176 0.364 0.189 0.307 0.225 0.272 0.348
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.27 0.152 0.173 0.121 0.131 0.205 0.129 0.172 0.195 0.172 0.195
B-splines 4 2 0.196 0.288 0.149 0.216 0.288 0.216 0.302 0.302 0.335 0.462
Partitioning 4 2 0.224 0.288 0.175 0.211 0.364 0.529 0.307 0.453 0.272 0.377
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.118 0.178 0.091 0.137 0.066 0.121 0.120 0.187 0.179 0.243
B-splines 1 1 0.127 0.254 0.097 0.188 0.065 0.143 0.115 0.258 0.218 0.453
Partitioning 1 1 0.110 0.201 0.086 0.153 0.065 0.121 0.115 0.214 0.154 0.343
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.431 0.449 0.368 0.379 0.084 0.127 0.170 0.197 0.663 0.673
B-splines 2 1 0.164 0.261 0.122 0.193 0.181 0.155 0.233 0.271 0.292 0.451
Partitioning 2 1 0.176 0.230 0.129 0.168 0.247 0.350 0.241 0.303 0.225 0.356
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.232 0.337 0.159 0.249 0.963 0.931 0.404 0.437 0.366 0.431
B-splines 9 9 0.287 0.400 0.210 0.296 0.969 0.947 0.418 0.467 0.419 0.507
Partitioning 9 9 0.354 0.611 0.271 0.465 0.951 0.912 0.454 0.577 0.357 0.533
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.180 0.221 0.109 0.149 0.981 0.985 0.389 0.399 0.169 0.195
B-splines 3 2 0.222 0.305 0.153 0.220 0.955 0.959 0.442 0.461 0.313 0.462
Partitioning 3 2 0.239 0.306 0.168 0.214 0.973 1.037 0.427 0.571 0.253 0.376
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.38 0.9 0.177 0.180 0.130 0.139 0.095 0.126 0.194 0.187 0.336 0.243
B-splines 1 1 0.136 0.254 0.104 0.188 0.070 0.144 0.119 0.258 0.219 0.453
Partitioning 1 1 0.121 0.202 0.094 0.154 0.070 0.126 0.118 0.215 0.155 0.346
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.125 0.179 0.095 0.135 0.086 0.128 0.169 0.195 0.169 0.196
B-splines 3 2 0.182 0.277 0.137 0.204 0.220 0.178 0.278 0.305 0.315 0.465
Partitioning 3 2 0.205 0.285 0.156 0.203 0.302 0.584 0.283 0.488 0.253 0.383

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.36: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=1000, 0% =4, X;, ~ 3(2,2), Uniform Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.26 0.285 0.334 0.204 0.238 0.186 0.217 0.397 0.397 0.996 0.883
B-splines 9 4 0.298 0.325 0.232 0.230 0.220 0.240 0.304 0.463 0.777 1.265
Partitioning 9 4 0.340 0.403 0.262 0.300 0.196 0.877 0.348 0.925 0.587 0.985
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.28 0.26 0.252 0.268 0.203 0.214 0.083 0.141 0.239 0.277 0.248 0.279
B-splines 4 3 0.245 0.316 0.190 0.230 0.369 0.247 0.405 0.422 0.506 1.160
Partitioning 4 3 0.265 0.356 0.207 0.262 0.433 0.673 0.466 0.718 0.369 0.848
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.16 0.21 0.332 0.383 0.238 0.272 0.227 0.228 0.467 0.481 1.373 1.300
B-splines 9 4 0.395 0.320 0.312 0.225 0.391 0.205 0.371 0.460 0.880 1.265
Partitioning 9 4 0.380 0.407 0.295 0.303 0.264 0.894 0.365 0.936 0.705 0.988
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.23 0.524 0.537 0.428 0.438 0.610 0.624 0.557 0.570 0.435 0.460
B-splines 4 4 0.324 0.320 0.242 0.225 0.235 0.207 0.433 0.460 0.744 1.260
Partitioning 4 4 0.386 0.407 0.299 0.303 0.668 0.894 0.492 0.934 0.734 0.990
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.48 0.245 0.226 0.169 0.162 0.124 0.123 0.348 0.290 0.842 0.584
B-splines 4 4 0.216 0.316 0.158 0.221 0.218 0.206 0.346 0.460 0.508 1.265
Partitioning 4 4 0.242 0.402 0.185 0.299 0.302 0.876 0.369 0.930 0.373 0.991
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.27 0.178 0.216 0.124 0.151 0.111 0.131 0.282 0.306 0.254 0.286
B-splines 3 3 0.211 0.302 0.153 0.211 0.205 0.189 0.342 0.421 0.486 1.192
Partitioning 3 3 0.233 0.355 0.175 0.254 0.288 0.716 0.358 0.768 0.357 0.889
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.521 0.399 0.345 0.303 0.149 0.183 0.319 0.338 0.690 0.748
B-splines 9 9 0.597 0.476 0.410 0.355 0.103 0.259 0.429 0.456 0.901 2.033
Partitioning 9 9 0.598 0.625 0.433 0.468 0.167 0.275 0.482 0.577 0.704 1.562
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.27 0.545 0.477 0.412 0.363 0.292 0.284 0.351 0.355 1.036 1.057
B-splines 4 3 0.596 0.492 0.382 0.377 0.322 0.312 0.535 0.478 0.671 1.286
Partitioning 4 3 0.604 0.485 0.403 0.369 0.394 0.904 0.578 0.889 0.557 0.971
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.9 0.243 0.186 0.175 0.141 0.183 0.145 0.329 0.256 0.789 0.363
B-splines 4 1 0.195 0.268 0.146 0.192 0.258 0.160 0.310 0.361 0.504 1.006
Partitioning 4 1 0.223 0.219 0.173 0.163 0.341 0.149 0.326 0.298 0.363 0.573
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.27 0.154 0.174 0.121 0.125 0.183 0.118 0.240 0.272 0.240 0.272
B-splines 4 2 0.195 0.295 0.146 0.208 0.258 0.181 0.310 0.412 0.504 1.139
Partitioning 4 2 0.223 0.325 0.173 0.231 0.341 0.589 0.326 0.652 0.363 0.815
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.116 0.172 0.089 0.129 0.065 0.104 0.142 0.244 0.202 0.357
B-splines 1 1 0.126 0.251 0.094 0.177 0.065 0.119 0.134 0.327 0.274 0.988
Partitioning 1 1 0.110 0.198 0.086 0.145 0.065 0.103 0.134 0.259 0.175 0.557
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.367 0.388 0.305 0.319 0.077 0.117 0.230 0.273 0.687 0.703
B-splines 3 2 0.172 0.270 0.125 0.188 0.173 0.146 0.264 0.369 0.455 1.089
Partitioning 3 2 0.188 0.267 0.139 0.184 0.255 0.428 0.275 0.470 0.320 0.704
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.238 0.323 0.156 0.226 0.952 0.916 0.424 0.455 0.588 0.743
B-splines 9 9 0.295 0.408 0.210 0.287 0.954 0.929 0.440 0.551 0.775 1.889
Partitioning 9 9 0.360 0.615 0.273 0.461 0.938 0.886 0.474 0.640 0.581 1.554
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.26 0.196 0.234 0.116 0.151 0.970 0.971 0.411 0.435 0.234 0.273
B-splines 3 3 0.235 0.328 0.160 0.227 0.927 0.928 0.440 0.522 0.490 1.156
Partitioning 3 3 0.254 0.359 0.180 0.252 0.928 1.002 0.425 0.734 0.353 0.840
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.4 0.9 0.165 0.173 0.118 0.130 0.078 0.107 0.221 0.245 0.475 0.357
B-splines 1 1 0.132 0.252 0.099 0.177 0.072 0.120 0.138 0.328 0.276 0.988
Partitioning 1 1 0.117 0.199 0.091 0.145 0.072 0.107 0.139 0.259 0.177 0.562
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.27 0.123 0.177 0.090 0.127 0.080 0.118 0.231 0.273 0.232 0.273
B-splines 3 3 0.183 0.291 0.134 0.202 0.195 0.170 0.289 0.403 0.486 1.153
Partitioning 3 3 0.207 0.333 0.157 0.233 0.283 0.629 0.305 0.692 0.348 0.840

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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C.2.2 QUANTILE CELL BOUNDARIES
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Table C.37: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=>500,0%=1, X;,~ 30.5,0.5), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.25 0.207 0.255 0.158 0.197 0.199 0.234 0.213 0.250 0.249 0.288
B-splines 9 4 0.216 0.233 0.169 0.180 0.198 0.271 0.152 0.231 0.232 0.242
Partitioning 9 4 0.245 0.287 0.190 0.218 0.207 0.782 0.187 0.461 0.214 0.242
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.27 0.207 0.217 0.155 0.170 0.088 0.161 0.122 0.145 0.112 0.134
B-splines 3 1 0.198 0.218 0.150 0.170 0.354 0.261 0.172 0.177 0.180 0.231
Partitioning 3 1 0.208 0.207 0.158 0.159 0.311 0.279 0.248 0.203 0.167 0.204
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.14 0.2 0.262 0.309 0.204 0.239 0.250 0.284 0.261 0.347 0.258 0.411
B-splines 9 4 0.402 0.234 0.329 0.180 0.522 0.206 0.423 0.226 0.246 0.243
Partitioning 9 4 0.317 0.295 0.250 0.225 0.333 0.880 0.275 0.467 0.218 0.245
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.24 0.490 0.494 0.392 0.391 0.706 0.757 0.607 0.615 0.287 0.297
B-splines 4 4 0.356 0.234 0.285 0.180 0.252 0.206 0.212 0.227 0.262 0.243
Partitioning 4 4 0.386 0.295 0.312 0.225 0.853 0.880 0.313 0.466 0.323 0.244
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.4 0.216 0.204 0.165 0.156 0.178 0.133 0.227 0.176 0.257 0.221
B-splines 9 4 0.217 0.224 0.169 0.171 0.142 0.204 0.171 0.226 0.233 0.242
Partitioning 9 4 0.255 0.286 0.198 0.217 0.145 0.774 0.194 0.462 0.223 0.243
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.264 0.276 0.170 0.185 0.118 0.137 0.247 0.259 0.198 0.212
B-splines 4 2 0.209 0.220 0.160 0.170 0.223 0.182 0.200 0.194 0.183 0.238
Partitioning 4 2 0.226 0.234 0.174 0.176 0.256 0.433 0.294 0.306 0.159 0.234
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.668 0.354 0.482 0.275 0.149 0.207 0.323 0.206 0.266 0.271
B-splines 9 9 0.693 0.379 0.555 0.296 0.184 0.272 0.238 0.230 0.290 0.266
Partitioning 9 9 0.590 0.444 0.455 0.341 0.188 0.300 0.277 0.323 0.260 0.337
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.28 0.638 0.540 0.524 0.443 0.405 0.412 0.668 0.379 0.601 0.907
B-splines 4 1 0.784 0.567 0.609 0.447 0.584 0.395 0.219 0.245 0.234 0.286
Partitioning 4 1 0.769 0.556 0.590 0.434 0.661 0.589 0.259 0.333 0.213 0.247
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.9 0.186 0.151 0.142 0.120 0.195 0.181 0.192 0.121 0.238 0.145
B-splines 4 1 0.143 0.209 0.111 0.164 0.201 0.200 0.185 0.170 0.182 0.234
Partitioning 4 1 0.161 0.178 0.126 0.142 0.272 0.188 0.214 0.146 0.159 0.188
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.26 0.29 0.122 0.122 0.096 0.093 0.206 0.104 0.105 0.128 0.105 0.128
B-splines 4 1 0.143 0.210 0.111 0.164 0.201 0.200 0.185 0.170 0.182 0.235
Partitioning 4 1 0.161 0.182 0.126 0.144 0.272 0.205 0.214 0.152 0.159 0.189
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.083 0.126 0.064 0.099 0.044 0.091 0.080 0.119 0.110 0.144
B-splines 1 1 0.089 0.178 0.068 0.136 0.044 0.114 0.077 0.164 0.129 0.230
Partitioning 1 1 0.076 0.140 0.060 0.109 0.044 0.092 0.076 0.140 0.097 0.185
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.4 0.31 0.461 0.468 0.405 0.407 0.062 0.110 0.112 0.139 0.647 0.658
B-splines 1 1 0.092 0.178 0.070 0.136 0.060 0.114 0.085 0.164 0.134 0.230
Partitioning 1 1 0.082 0.140 0.062 0.109 0.064 0.092 0.088 0.140 0.101 0.185
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.181 0.254 0.119 0.188 0.960 0.931 0.378 0.384 0.208 0.265
B-splines 9 9 0.216 0.293 0.153 0.218 0.965 0.949 0.382 0.403 0.232 0.254
Partitioning 9 9 0.261 0.437 0.195 0.334 0.952 0.932 0.393 0.447 0.212 0.336
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.148 0.173 0.079 0.110 0.981 0.983 0.369 0.374 0.104 0.128
B-splines 2 1 0.164 0.217 0.099 0.153 0.964 0.960 0.378 0.387 0.153 0.230
Partitioning 2 1 0.166 0.190 0.099 0.128 0.950 0.958 0.370 0.377 0.126 0.187
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.9 0.137 0.130 0.104 0.102 0.086 0.103 0.145 0.119 0.210 0.145
B-splines 1 1 0.104 0.179 0.079 0.137 0.050 0.116 0.078 0.164 0.130 0.230
Partitioning 1 1 0.094 0.142 0.072 0.110 0.050 0.105 0.078 0.143 0.097 0.186
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.097 0.132 0.073 0.101 0.062 0.102 0.104 0.128 0.104 0.128
B-splines 2 1 0.123 0.183 0.093 0.140 0.133 0.123 0.149 0.170 0.162 0.232
Partitioning 2 1 0.133 0.160 0.100 0.119 0.192 0.222 0.167 0.172 0.136 0.191

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.38: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=>500,0%=1, X;,~ ((1,1), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.18 0.25 0.214 0.256 0.162 0.194 0.184 0.211 0.237 0.264 0.376 0.386
B-splines 9 4 0.225 0.236 0.177 0.179 0.222 0.243 0.177 0.256 0.329 0.398
Partitioning 9 4 0.247 0.286 0.192 0.218 0.194 0.640 0.221 0.525 0.277 0.367
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.29 0.27 0.224 0.231 0.173 0.184 0.072 0.145 0.134 0.159 0.135 0.150
B-splines 3 1 0.205 0.229 0.158 0.178 0.355 0.253 0.227 0.209 0.252 0.359
Partitioning 3 1 0.215 0.221 0.166 0.170 0.336 0.306 0.312 0.286 0.210 0.288
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.14 0.2 0.262 0.303 0.200 0.229 0.224 0.238 0.288 0.349 0.390 0.555
B-splines 9 4 0.375 0.234 0.306 0.175 0.436 0.184 0.360 0.253 0.404 0.400
Partitioning 9 4 0.312 0.294 0.246 0.223 0.260 0.717 0.256 0.535 0.342 0.365
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.24 0.508 0.513 0.413 0.414 0.671 0.701 0.589 0.586 0.316 0.335
B-splines 4 4 0.339 0.234 0.265 0.175 0.196 0.184 0.221 0.253 0.407 0.400
Partitioning 4 4 0.381 0.294 0.306 0.224 0.755 0.717 0.342 0.535 0.474 0.365
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.18 0.41 0.209 0.194 0.155 0.145 0.146 0.119 0.238 0.185 0.385 0.294
B-splines 9 4 0.217 0.225 0.167 0.167 0.133 0.183 0.192 0.252 0.335 0.399
Partitioning 9 4 0.255 0.285 0.198 0.217 0.148 0.631 0.230 0.530 0.287 0.371
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.217 0.233 0.141 0.155 0.114 0.126 0.233 0.246 0.188 0.204
B-splines 3 2 0.195 0.218 0.144 0.164 0.177 0.165 0.229 0.220 0.244 0.381
Partitioning 3 2 0.208 0.233 0.157 0.173 0.228 0.407 0.278 0.375 0.194 0.333
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.615 0.355 0.429 0.276 0.148 0.186 0.223 0.212 0.336 0.340
B-splines 9 9 0.679 0.392 0.509 0.308 0.157 0.276 0.214 0.254 0.435 0.483
Partitioning 9 9 0.630 0.458 0.477 0.352 0.171 0.294 0.263 0.386 0.345 0.476
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.28 0.604 0.516 0.485 0.411 0.362 0.365 0.547 0.344 0.734 0.953
B-splines 4 1 0.724 0.499 0.523 0.388 0.451 0.344 0.284 0.266 0.369 0.435
Partitioning 4 1 0.717 0.477 0.521 0.361 0.512 0.587 0.345 0.467 0.336 0.370
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.9 0.189 0.149 0.143 0.118 0.178 0.163 0.208 0.140 0.345 0.183
B-splines 4 1 0.145 0.208 0.112 0.160 0.190 0.176 0.204 0.197 0.255 0.366
Partitioning 4 1 0.163 0.178 0.127 0.140 0.263 0.170 0.214 0.167 0.205 0.269
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.26 0.29 0.127 0.125 0.102 0.094 0.198 0.095 0.126 0.146 0.126 0.146
B-splines 4 1 0.145 0.210 0.112 0.160 0.190 0.176 0.204 0.203 0.255 0.367
Partitioning 4 1 0.163 0.185 0.127 0.144 0.263 0.203 0.214 0.200 0.205 0.272
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.083 0.126 0.064 0.097 0.046 0.087 0.088 0.137 0.128 0.181
B-splines 1 1 0.090 0.180 0.069 0.134 0.045 0.102 0.084 0.183 0.159 0.359
Partitioning 1 1 0.078 0.142 0.061 0.109 0.045 0.088 0.085 0.153 0.108 0.263
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.4 0.31 0.422 0.430 0.363 0.367 0.058 0.094 0.128 0.153 0.662 0.662
B-splines 1 1 0.094 0.180 0.071 0.134 0.057 0.102 0.098 0.183 0.168 0.359
Partitioning 1 1 0.086 0.142 0.065 0.109 0.083 0.088 0.102 0.153 0.115 0.263
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.189 0.255 0.120 0.183 0.959 0.926 0.376 0.391 0.284 0.333
B-splines 9 9 0.224 0.298 0.157 0.218 0.960 0.938 0.383 0.406 0.331 0.446
Partitioning 9 9 0.267 0.440 0.199 0.335 0.944 0.891 0.402 0.480 0.275 0.466
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.159 0.184 0.084 0.113 0.982 0.986 0.367 0.380 0.122 0.146
B-splines 2 1 0.176 0.227 0.107 0.156 0.958 0.954 0.384 0.395 0.210 0.361
Partitioning 2 1 0.179 0.207 0.110 0.138 0.944 0.953 0.359 0.402 0.158 0.274
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.9 0.136 0.129 0.100 0.100 0.077 0.093 0.153 0.138 0.283 0.181
B-splines 1 1 0.102 0.180 0.078 0.134 0.052 0.104 0.087 0.183 0.159 0.358
Partitioning 1 1 0.092 0.144 0.071 0.110 0.052 0.095 0.088 0.154 0.110 0.269
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.094 0.132 0.071 0.099 0.060 0.091 0.121 0.146 0.122 0.146
B-splines 3 1 0.125 0.186 0.094 0.138 0.122 0.112 0.169 0.194 0.221 0.361
Partitioning 3 1 0.135 0.165 0.101 0.122 0.190 0.204 0.175 0.234 0.169 0.281

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.39: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=>500,c0%=1, X;;~ ((2,2), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.24 0.232 0.249 0.159 0.179 0.151 0.161 0.336 0.335 1.295 1.400
B-splines 9 4 0.234 0.236 0.184 0.170 0.231 0.187 0.290 0.375 0.517 1.160
Partitioning 9 4 0.248 0.286 0.193 0.214 0.166 0.556 0.301 0.672 0.385 0.792
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.26 0.236 0.237 0.191 0.191 0.058 0.113 0.172 0.204 0.176 0.198
B-splines 4 2 0.207 0.239 0.162 0.182 0.316 0.223 0.340 0.340 0.369 0.937
Partitioning 4 2 0.217 0.247 0.169 0.189 0.354 0.383 0.396 0.448 0.263 0.601
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.14 0.2 0.259 0.291 0.186 0.206 0.180 0.169 0.379 0.425 4.109 7.040
B-splines 9 4 0.311 0.229 0.243 0.163 0.304 0.144 0.257 0.366 0.753 1.157
Partitioning 9 4 0.301 0.290 0.234 0.217 0.189 0.586 0.292 0.680 0.662 0.799
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.23 0.516 0.521 0.422 0.425 0.605 0.611 0.516 0.526 0.420 0.437
B-splines 4 4 0.292 0.229 0.218 0.163 0.172 0.144 0.341 0.366 0.708 1.157
Partitioning 4 4 0.347 0.290 0.269 0.217 0.580 0.586 0.424 0.680 0.697 0.801
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.45 0.189 0.170 0.131 0.122 0.097 0.093 0.295 0.230 0.817 0.440
B-splines 9 4 0.202 0.224 0.150 0.158 0.106 0.144 0.267 0.366 0.520 1.156
Partitioning 9 4 0.245 0.284 0.189 0.212 0.144 0.539 0.318 0.677 0.366 0.801
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.27 0.156 0.176 0.107 0.122 0.095 0.100 0.246 0.254 0.207 0.224
B-splines 3 3 0.165 0.215 0.118 0.152 0.138 0.127 0.275 0.338 0.344 1.003
Partitioning 3 3 0.176 0.242 0.129 0.174 0.196 0.415 0.286 0.526 0.239 0.686
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.501 0.342 0.326 0.262 0.137 0.150 0.286 0.263 0.588 0.600
B-splines 9 9 0.569 0.399 0.379 0.309 0.098 0.245 0.431 0.475 0.736 2.468
Partitioning 9 9 0.571 0.463 0.401 0.354 0.152 0.294 0.475 0.591 0.550 1.355
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.28 0.529 0.459 0.400 0.350 0.284 0.279 0.345 0.326 0.991 1.024
B-splines 4 2 0.575 0.430 0.363 0.337 0.252 0.280 0.487 0.396 0.604 1.221
Partitioning 4 2 0.578 0.390 0.376 0.300 0.311 0.580 0.524 0.703 0.505 0.843
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.9 0.188 0.141 0.136 0.109 0.147 0.122 0.276 0.196 0.688 0.262
B-splines 4 1 0.144 0.201 0.109 0.146 0.181 0.135 0.223 0.298 0.372 0.809
Partitioning 4 1 0.162 0.170 0.126 0.127 0.249 0.126 0.226 0.246 0.250 0.426
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.28 0.126 0.122 0.103 0.088 0.172 0.081 0.169 0.193 0.169 0.193
B-splines 4 1 0.144 0.206 0.109 0.149 0.181 0.133 0.223 0.312 0.372 0.876
Partitioning 4 1 0.162 0.195 0.126 0.142 0.249 0.239 0.226 0.343 0.250 0.525
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.081 0.122 0.062 0.091 0.043 0.074 0.097 0.172 0.136 0.244
B-splines 1 1 0.090 0.178 0.067 0.126 0.043 0.085 0.094 0.250 0.194 0.788
Partitioning 1 1 0.077 0.141 0.059 0.104 0.043 0.073 0.094 0.187 0.122 0.394
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.39 0.3 0.356 0.366 0.297 0.304 0.052 0.083 0.159 0.207 0.658 0.667
B-splines 1 1 0.099 0.179 0.072 0.126 0.064 0.086 0.124 0.250 0.246 0.789
Partitioning 1 1 0.093 0.143 0.068 0.104 0.095 0.079 0.124 0.193 0.157 0.398
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.199 0.250 0.120 0.171 0.951 0.914 0.393 0.414 0.413 0.587
B-splines 9 9 0.233 0.306 0.160 0.216 0.943 0.918 0.401 0.504 0.512 2.002
Partitioning 9 9 0.273 0.442 0.203 0.335 0.918 0.827 0.443 0.656 0.361 1.323
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.27 0.176 0.198 0.091 0.117 0.969 0.972 0.387 0.407 0.159 0.194
B-splines 3 2 0.195 0.246 0.121 0.165 0.932 0.934 0.391 0.454 0.337 0.913
Partitioning 3 2 0.201 0.246 0.130 0.166 0.901 0.910 0.357 0.511 0.230 0.567
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.36 0.9 0.125 0.124 0.089 0.093 0.060 0.078 0.175 0.172 0.378 0.244
B-splines 1 1 0.098 0.179 0.073 0.127 0.053 0.087 0.101 0.250 0.195 0.788
Partitioning 1 1 0.086 0.142 0.066 0.105 0.052 0.079 0.101 0.187 0.125 0.400
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.27 0.089 0.127 0.064 0.090 0.055 0.080 0.157 0.194 0.157 0.193
B-splines 3 2 0.127 0.195 0.093 0.137 0.120 0.104 0.199 0.292 0.332 0.911
Partitioning 3 2 0.139 0.200 0.104 0.139 0.181 0.320 0.201 0.390 0.223 0.560

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.40: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=>500,0%=4, X;, ~ 3(0.5,0.5), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.29 0.345 0.530 0.264 0.405 0.281 0.383 0.363 0.501 0.462 0.668
B-splines 4 4 0.294 0.451 0.228 0.346 0.515 0.442 0.373 0.454 0.362 0.484
Partitioning 4 4 0.334 0.568 0.260 0.432 0.551 1.551 0.467 0.918 0.324 0.484
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.26 0.253 0.304 0.196 0.240 0.142 0.244 0.219 0.270 0.214 0.265
B-splines 3 2 0.292 0.409 0.225 0.313 0.467 0.377 0.341 0.390 0.348 0.471
Partitioning 3 2 0.322 0.432 0.248 0.316 0.503 0.931 0.424 0.571 0.309 0.419
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.23 0.437 0.549 0.337 0.423 0.382 0.479 0.463 0.566 0.513 0.673
B-splines 9 4 0.507 0.452 0.409 0.346 0.547 0.409 0.495 0.452 0.470 0.484
Partitioning 9 4 0.511 0.573 0.400 0.436 0.408 1.609 0.422 0.922 0.427 0.485
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.25 0.510 0.538 0.408 0.426 0.721 0.783 0.632 0.658 0.340 0.369
B-splines 4 4 0.426 0.456 0.338 0.351 0.400 0.422 0.388 0.446 0.408 0.483
Partitioning 4 4 0.470 0.565 0.374 0.432 0.947 1.535 0.491 0.865 0.422 0.484
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.46 0.363 0.360 0.275 0.275 0.271 0.220 0.390 0.304 0.481 0.387
B-splines 4 4 0.310 0.447 0.238 0.342 0.383 0.408 0.369 0.452 0.362 0.483
Partitioning 4 4 0.350 0.568 0.273 0.432 0.498 1.539 0.474 0.918 0.319 0.484
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.27 0.300 0.348 0.206 0.251 0.161 0.227 0.306 0.343 0.268 0.310
B-splines 3 2 0.306 0.411 0.233 0.313 0.355 0.332 0.370 0.400 0.350 0.474
Partitioning 3 2 0.339 0.451 0.261 0.329 0.460 0.973 0.461 0.636 0.301 0.440
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.707 0.529 0.523 0.415 0.205 0.336 0.410 0.406 0.449 0.533
B-splines 9 9 0.758 0.599 0.605 0.464 0.246 0.399 0.355 0.434 0.496 0.515
Partitioning 9 9 0.713 0.858 0.559 0.657 0.303 0.599 0.427 0.640 0.450 0.671
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.27 0.685 0.581 0.554 0.469 0.432 0.448 0.671 0.440 0.649 0.939
B-splines 4 2 0.830 0.661 0.639 0.523 0.687 0.487 0.387 0.426 0.389 0.499
Partitioning 4 2 0.834 0.672 0.648 0.533 0.812 1.075 0.450 0.654 0.345 0.440
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.9 0.314 0.265 0.241 0.209 0.297 0.241 0.323 0.239 0.433 0.288
B-splines 4 1 0.272 0.373 0.209 0.287 0.365 0.281 0.367 0.333 0.362 0.462
Partitioning 4 1 0.312 0.302 0.244 0.235 0.500 0.246 0.426 0.284 0.318 0.370
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.27 0.195 0.244 0.152 0.188 0.258 0.210 0.209 0.260 0.209 0.260
B-splines 4 2 0.279 0.398 0.214 0.303 0.381 0.319 0.373 0.381 0.369 0.468
Partitioning 4 2 0.318 0.403 0.248 0.294 0.509 0.805 0.429 0.523 0.326 0.406
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.166 0.252 0.129 0.198 0.088 0.183 0.161 0.238 0.221 0.288
B-splines 1 1 0.177 0.357 0.136 0.273 0.087 0.228 0.153 0.329 0.258 0.460
Partitioning 1 1 0.153 0.281 0.119 0.217 0.087 0.183 0.153 0.280 0.193 0.369
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.482 0.513 0.416 0.433 0.126 0.213 0.213 0.263 0.671 0.697
B-splines 2 1 0.226 0.365 0.169 0.278 0.242 0.240 0.284 0.340 0.320 0.463
Partitioning 2 1 0.241 0.315 0.176 0.235 0.335 0.426 0.319 0.337 0.263 0.378
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.296 0.468 0.217 0.358 0.970 0.970 0.456 0.519 0.416 0.531
B-splines 9 9 0.377 0.549 0.286 0.418 0.978 0.996 0.467 0.549 0.463 0.509
Partitioning 9 9 0.478 0.854 0.371 0.654 0.982 1.082 0.514 0.711 0.425 0.673
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.27 0.207 0.274 0.140 0.201 0.985 0.997 0.411 0.435 0.208 0.261
B-splines 3 2 0.274 0.405 0.198 0.304 0.991 0.982 0.474 0.520 0.338 0.466
Partitioning 3 2 0.298 0.406 0.216 0.290 0.992 1.194 0.489 0.620 0.291 0.406
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.42 0.9 0.239 0.254 0.180 0.199 0.129 0.189 0.237 0.238 0.363 0.288
B-splines 1 1 0.185 0.357 0.142 0.273 0.091 0.229 0.154 0.329 0.259 0.460
Partitioning 1 1 0.162 0.282 0.126 0.218 0.091 0.190 0.154 0.282 0.193 0.370
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.27 0.173 0.249 0.132 0.192 0.129 0.210 0.209 0.261 0.208 0.261
B-splines 3 2 0.251 0.392 0.190 0.297 0.308 0.306 0.330 0.385 0.339 0.468
Partitioning 3 2 0.282 0.408 0.213 0.293 0.424 0.859 0.379 0.551 0.294 0.411

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.41: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=>500,0%=4, X;;,~ ((1,1), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.28 0.358 0.540 0.268 0.400 0.264 0.350 0.404 0.528 0.676 0.883
B-splines 4 4 0.304 0.455 0.235 0.340 0.474 0.399 0.427 0.507 0.506 0.797
Partitioning 4 4 0.340 0.568 0.265 0.431 0.539 1.264 0.507 1.047 0.411 0.731
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.26 0.269 0.315 0.211 0.248 0.129 0.222 0.253 0.300 0.257 0.296
B-splines 3 2 0.304 0.415 0.236 0.313 0.442 0.344 0.402 0.430 0.493 0.745
Partitioning 3 2 0.332 0.437 0.258 0.322 0.506 0.784 0.477 0.718 0.393 0.610
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.23 0.436 0.541 0.329 0.408 0.345 0.408 0.501 0.582 0.762 0.854
B-splines 9 4 0.488 0.454 0.389 0.338 0.464 0.366 0.461 0.505 0.710 0.798
Partitioning 9 4 0.511 0.571 0.399 0.434 0.359 1.310 0.459 1.054 0.593 0.727
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.25 0.529 0.556 0.429 0.447 0.677 0.717 0.633 0.639 0.376 0.418
B-splines 4 4 0.413 0.457 0.322 0.342 0.345 0.375 0.419 0.491 0.606 0.794
Partitioning 4 4 0.467 0.565 0.370 0.431 0.849 1.230 0.498 0.993 0.597 0.740
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.47 0.351 0.342 0.259 0.256 0.228 0.201 0.404 0.325 0.684 0.517
B-splines 4 1 0.305 0.377 0.231 0.281 0.340 0.231 0.413 0.374 0.509 0.717
Partitioning 4 1 0.343 0.311 0.266 0.236 0.472 0.186 0.455 0.338 0.408 0.545
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.262 0.317 0.181 0.227 0.157 0.207 0.312 0.355 0.281 0.328
B-splines 3 2 0.297 0.415 0.223 0.307 0.307 0.303 0.402 0.440 0.488 0.753
Partitioning 3 2 0.327 0.454 0.249 0.329 0.439 0.867 0.441 0.787 0.388 0.635
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.659 0.523 0.472 0.404 0.197 0.299 0.347 0.420 0.596 0.671
B-splines 9 9 0.747 0.609 0.568 0.467 0.225 0.383 0.358 0.478 0.721 0.911
Partitioning 9 9 0.749 0.867 0.583 0.663 0.303 0.588 0.462 0.763 0.590 0.939
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.27 0.652 0.560 0.517 0.444 0.392 0.401 0.545 0.428 0.814 0.987
B-splines 4 2 0.765 0.635 0.555 0.491 0.540 0.436 0.449 0.481 0.575 0.795
Partitioning 4 2 0.774 0.649 0.575 0.502 0.654 0.994 0.516 0.854 0.491 0.678
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.9 0.320 0.264 0.241 0.206 0.273 0.224 0.353 0.275 0.612 0.361
B-splines 4 1 0.276 0.374 0.210 0.281 0.336 0.250 0.406 0.374 0.508 0.719
Partitioning 4 1 0.315 0.304 0.245 0.234 0.479 0.231 0.427 0.314 0.408 0.527
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.27 0.204 0.249 0.161 0.187 0.252 0.187 0.251 0.294 0.251 0.294
B-splines 4 2 0.281 0.400 0.214 0.298 0.343 0.284 0.413 0.423 0.510 0.740
Partitioning 4 2 0.319 0.406 0.248 0.295 0.484 0.698 0.432 0.663 0.413 0.595
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.166 0.251 0.128 0.194 0.092 0.174 0.177 0.274 0.256 0.361
B-splines 1 1 0.180 0.359 0.137 0.267 0.090 0.204 0.169 0.367 0.318 0.717
Partitioning 1 1 0.156 0.285 0.122 0.217 0.090 0.176 0.169 0.307 0.217 0.526
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.35 0.28 0.446 0.481 0.377 0.399 0.118 0.185 0.249 0.298 0.701 0.711
B-splines 2 1 0.233 0.370 0.172 0.274 0.228 0.221 0.317 0.388 0.426 0.724
Partitioning 2 1 0.248 0.328 0.182 0.241 0.347 0.400 0.330 0.464 0.324 0.550
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.301 0.461 0.216 0.344 0.969 0.956 0.461 0.537 0.568 0.667
B-splines 9 9 0.384 0.553 0.290 0.413 0.974 0.974 0.479 0.572 0.661 0.891
Partitioning 9 9 0.485 0.858 0.376 0.654 0.980 1.028 0.555 0.810 0.550 0.932
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.217 0.283 0.145 0.203 0.990 1.003 0.420 0.458 0.247 0.293
B-splines 3 2 0.286 0.415 0.206 0.306 0.973 0.970 0.507 0.551 0.478 0.740
Partitioning 3 2 0.311 0.426 0.228 0.305 0.993 1.137 0.479 0.748 0.376 0.600
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.42 0.9 0.235 0.253 0.174 0.196 0.121 0.177 0.251 0.275 0.480 0.361
B-splines 1 1 0.187 0.359 0.142 0.267 0.094 0.204 0.170 0.367 0.318 0.717
Partitioning 1 1 0.163 0.286 0.127 0.218 0.094 0.179 0.171 0.307 0.217 0.530
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.175 0.252 0.132 0.190 0.121 0.186 0.247 0.293 0.247 0.293
B-splines 3 2 0.258 0.397 0.194 0.293 0.284 0.269 0.372 0.431 0.483 0.743
Partitioning 3 2 0.289 0.417 0.219 0.298 0.423 0.749 0.387 0.704 0.378 0.607

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.



ASYMPTOTIC PROPERTIES OF PARTITIONING ESTIMATORS — SUPPLEMENT 86

Table C.42: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=>500,0%=4, X;;~ ((2,2), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.27 0.366 0.453 0.261 0.324 0.220 0.268 0.554 0.587 1.384 1.542
B-splines 4 4 0.309 0.453 0.236 0.323 0.405 0.311 0.515 0.736 0.738 2.314
Partitioning 4 4 0.342 0.567 0.266 0.424 0.514 1.086 0.562 1.342 0.503 1.574
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.29 0.26 0.279 0.320 0.223 0.247 0.112 0.183 0.332 0.398 0.334 0.392
B-splines 4 3 0.310 0.434 0.237 0.313 0.392 0.304 0.499 0.672 0.724 2.063
Partitioning 4 3 0.340 0.495 0.264 0.362 0.502 0.859 0.542 1.094 0.500 1.359
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.23 0.423 0.511 0.303 0.365 0.277 0.290 0.654 0.702 6.256 5.066
B-splines 9 4 0.438 0.450 0.336 0.319 0.339 0.286 0.441 0.731 1.171 2.310
Partitioning 9 4 0.501 0.569 0.389 0.425 0.309 1.103 0.576 1.346 0.908 1.571
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.24 0.536 0.563 0.436 0.453 0.612 0.628 0.589 0.617 0.506 0.558
B-splines 4 4 0.372 0.450 0.279 0.320 0.287 0.292 0.542 0.721 0.937 2.237
Partitioning 4 4 0.441 0.564 0.340 0.422 0.714 1.080 0.595 1.307 0.807 1.569
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.51 0.317 0.304 0.221 0.219 0.156 0.161 0.485 0.415 1.092 0.750
B-splines 4 1 0.288 0.368 0.212 0.261 0.285 0.185 0.471 0.520 0.740 1.574
Partitioning 4 1 0.325 0.298 0.251 0.218 0.420 0.157 0.486 0.415 0.504 0.791
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.26 0.214 0.277 0.151 0.197 0.132 0.173 0.373 0.424 0.348 0.406
B-splines 3 3 0.281 0.424 0.205 0.299 0.268 0.254 0.458 0.682 0.710 2.063
Partitioning 3 3 0.311 0.495 0.235 0.355 0.396 0.886 0.466 1.114 0.479 1.404
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.549 0.492 0.370 0.368 0.169 0.229 0.430 0.520 0.931 1.182
B-splines 9 9 0.647 0.613 0.454 0.454 0.176 0.327 0.557 0.820 1.163 4.245
Partitioning 9 9 0.697 0.868 0.523 0.660 0.290 0.588 0.678 1.179 0.832 2.671
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.27 0.573 0.506 0.431 0.387 0.303 0.311 0.398 0.475 1.125 1.075
B-splines 4 3 0.621 0.581 0.410 0.436 0.354 0.349 0.613 0.735 0.875 2.269
Partitioning 4 3 0.638 0.613 0.442 0.462 0.480 1.010 0.650 1.245 0.660 1.546
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.26 0.9 0.314 0.254 0.228 0.192 0.225 0.175 0.454 0.357 1.003 0.498
B-splines 4 1 0.274 0.369 0.204 0.263 0.304 0.199 0.443 0.527 0.740 1.579
Partitioning 4 1 0.312 0.298 0.243 0.220 0.440 0.177 0.451 0.409 0.497 0.805
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.26 0.201 0.248 0.156 0.177 0.214 0.163 0.333 0.390 0.333 0.390
B-splines 4 2 0.276 0.414 0.206 0.292 0.307 0.244 0.447 0.648 0.740 2.011
Partitioning 4 2 0.313 0.461 0.244 0.327 0.442 0.784 0.454 0.995 0.502 1.307
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.161 0.243 0.123 0.183 0.087 0.147 0.193 0.343 0.273 0.487
B-splines 1 1 0.179 0.357 0.133 0.252 0.087 0.171 0.189 0.499 0.389 1.577
Partitioning 1 1 0.153 0.283 0.118 0.207 0.086 0.147 0.189 0.374 0.244 0.789
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.27 0.384 0.424 0.316 0.341 0.105 0.163 0.324 0.395 0.710 0.741
B-splines 3 2 0.247 0.388 0.179 0.272 0.231 0.207 0.395 0.578 0.667 1.829
Partitioning 3 2 0.269 0.397 0.200 0.275 0.349 0.632 0.392 0.766 0.441 1.133
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.300 0.432 0.206 0.308 0.954 0.929 0.512 0.613 0.825 1.174
B-splines 9 9 0.386 0.556 0.286 0.400 0.952 0.941 0.542 0.833 1.023 4.005
Partitioning 9 9 0.485 0.858 0.375 0.650 0.955 0.965 0.672 1.216 0.722 2.646
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.26 0.228 0.292 0.147 0.200 0.972 0.982 0.483 0.534 0.324 0.390
B-splines 3 3 0.300 0.443 0.213 0.313 0.947 0.945 0.543 0.747 0.705 2.058
Partitioning 3 3 0.326 0.498 0.241 0.355 0.951 1.135 0.512 1.117 0.477 1.355
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.45 0.9 0.216 0.244 0.156 0.184 0.100 0.150 0.280 0.343 0.573 0.488
B-splines 1 1 0.183 0.357 0.136 0.253 0.092 0.171 0.191 0.499 0.388 1.576
Partitioning 1 1 0.158 0.283 0.122 0.208 0.091 0.150 0.191 0.374 0.245 0.792
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.26 0.171 0.250 0.123 0.178 0.108 0.163 0.323 0.390 0.323 0.389
B-splines 3 3 0.261 0.416 0.191 0.292 0.258 0.244 0.424 0.654 0.705 2.041
Partitioning 3 3 0.293 0.476 0.223 0.337 0.394 0.825 0.424 1.059 0.474 1.339

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.43: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=1000, 0% =1, X;, ~ 3(0.5,0.5), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.23 0.161 0.191 0.124 0.148 0.167 0.184 0.157 0.193 0.177 0.220
B-splines 9 4 0.177 0.173 0.137 0.134 0.183 0.232 0.109 0.166 0.165 0.166
Partitioning 9 4 0.184 0.205 0.142 0.156 0.184 0.532 0.127 0.327 0.154 0.168
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.28 0.27 0.199 0.201 0.146 0.155 0.084 0.149 0.096 0.113 0.084 0.096
B-splines 4 1 0.166 0.177 0.124 0.138 0.384 0.243 0.158 0.125 0.141 0.162
Partitioning 4 1 0.177 0.175 0.133 0.134 0.306 0.213 0.248 0.168 0.138 0.159
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.18 0.206 0.233 0.161 0.180 0.202 0.213 0.196 0.273 0.182 0.323
B-splines 16 4 0.195 0.174 0.152 0.134 0.281 0.148 0.204 0.157 0.181 0.169
Partitioning 16 4 0.253 0.218 0.196 0.166 0.542 0.658 0.318 0.333 0.179 0.170
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.23 0.487 0.489 0.390 0.387 0.703 0.747 0.602 0.604 0.277 0.285
B-splines 4 4 0.344 0.174 0.276 0.134 0.202 0.148 0.159 0.157 0.228 0.169
Partitioning 4 4 0.373 0.218 0.304 0.166 0.850 0.658 0.278 0.333 0.309 0.170
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.15 0.37 0.168 0.156 0.129 0.120 0.141 0.106 0.168 0.133 0.186 0.174
B-splines 16 4 0.169 0.160 0.130 0.122 0.210 0.147 0.204 0.157 0.179 0.167
Partitioning 16 4 0.229 0.205 0.178 0.156 0.330 0.532 0.277 0.327 0.181 0.169
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.259 0.265 0.164 0.172 0.114 0.121 0.232 0.240 0.179 0.189
B-splines 4 3 0.187 0.167 0.145 0.129 0.205 0.148 0.140 0.146 0.140 0.165
Partitioning 4 3 0.200 0.196 0.155 0.149 0.199 0.427 0.243 0.280 0.128 0.179
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.666 0.318 0.479 0.242 0.140 0.175 0.306 0.151 0.197 0.197
B-splines 9 9 0.690 0.332 0.553 0.258 0.167 0.240 0.207 0.163 0.199 0.182
Partitioning 9 9 0.577 0.332 0.445 0.253 0.163 0.189 0.231 0.232 0.187 0.223
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.27 0.610 0.530 0.509 0.438 0.394 0.394 0.667 0.363 0.588 0.902
B-splines 4 1 0.699 0.409 0.559 0.322 0.247 0.387 0.199 0.188 0.196 0.185
Partitioning 4 1 0.599 0.360 0.460 0.274 0.269 0.582 0.225 0.342 0.183 0.173
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.9 0.145 0.123 0.112 0.099 0.156 0.170 0.143 0.085 0.174 0.108
B-splines 4 1 0.107 0.169 0.084 0.135 0.168 0.186 0.135 0.119 0.137 0.166
Partitioning 4 1 0.119 0.150 0.093 0.122 0.218 0.179 0.156 0.103 0.122 0.145
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.29 0.097 0.088 0.077 0.068 0.173 0.078 0.075 0.089 0.075 0.089
B-splines 4 1 0.107 0.169 0.084 0.134 0.168 0.185 0.135 0.119 0.137 0.166
Partitioning 4 1 0.119 0.153 0.093 0.123 0.218 0.204 0.156 0.115 0.122 0.147
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.060 0.090 0.046 0.071 0.033 0.066 0.057 0.084 0.083 0.107
B-splines 1 1 0.063 0.127 0.048 0.097 0.033 0.081 0.055 0.117 0.094 0.162
Partitioning 1 1 0.055 0.101 0.043 0.078 0.033 0.066 0.055 0.099 0.072 0.142
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.41 0.31 0.459 0.462 0.404 0.405 0.045 0.075 0.078 0.096 0.646 0.652
B-splines 1 1 0.066 0.127 0.050 0.097 0.042 0.081 0.065 0.117 0.097 0.162
Partitioning 1 1 0.060 0.101 0.045 0.078 0.056 0.066 0.065 0.099 0.075 0.142
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.155 0.198 0.091 0.139 0.960 0.924 0.356 0.353 0.151 0.188
B-splines 9 9 0.177 0.225 0.115 0.161 0.967 0.941 0.359 0.360 0.165 0.172
Partitioning 9 9 0.204 0.320 0.145 0.241 0.949 0.891 0.356 0.384 0.153 0.218
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.137 0.152 0.064 0.085 0.984 0.986 0.360 0.362 0.074 0.090
B-splines 2 1 0.145 0.177 0.077 0.115 0.968 0.959 0.364 0.359 0.114 0.162
Partitioning 2 1 0.146 0.161 0.077 0.099 0.953 0.958 0.358 0.354 0.095 0.144
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.29 0.9 0.104 0.096 0.079 0.075 0.071 0.080 0.111 0.086 0.159 0.108
B-splines 4 1 0.097 0.128 0.075 0.098 0.132 0.084 0.134 0.117 0.135 0.162
Partitioning 4 1 0.114 0.103 0.089 0.080 0.192 0.082 0.155 0.101 0.122 0.145
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.079 0.102 0.059 0.078 0.047 0.072 0.073 0.090 0.073 0.090
B-splines 3 1 0.093 0.130 0.070 0.099 0.101 0.088 0.108 0.118 0.121 0.162
Partitioning 3 1 0.102 0.113 0.077 0.085 0.153 0.152 0.126 0.121 0.106 0.147

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.44: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=1000, 0% =1, X;, ~ 3(1,1), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.16 0.23 0.166 0.190 0.126 0.144 0.150 0.161 0.178 0.196 0.253 0.268
B-splines 9 4 0.186 0.175 0.146 0.134 0.210 0.206 0.133 0.184 0.209 0.240
Partitioning 9 4 0.183 0.205 0.143 0.156 0.165 0.475 0.151 0.353 0.185 0.231
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.27 0.27 0.215 0.213 0.165 0.170 0.059 0.126 0.101 0.115 0.098 0.105
B-splines 4 1 0.173 0.187 0.132 0.146 0.368 0.236 0.199 0.153 0.169 0.227
Partitioning 4 1 0.180 0.184 0.138 0.143 0.324 0.235 0.280 0.200 0.154 0.199
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.18 0.203 0.227 0.156 0.171 0.177 0.174 0.210 0.262 0.259 0.401
B-splines 16 4 0.207 0.171 0.160 0.129 0.277 0.128 0.255 0.182 0.245 0.242
Partitioning 16 4 0.251 0.216 0.195 0.164 0.433 0.567 0.381 0.361 0.215 0.231
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.29 0.23 0.505 0.508 0.411 0.410 0.675 0.704 0.571 0.572 0.313 0.320
B-splines 4 4 0.328 0.171 0.258 0.129 0.173 0.128 0.164 0.182 0.335 0.242
Partitioning 4 4 0.362 0.216 0.292 0.164 0.721 0.567 0.301 0.361 0.427 0.231
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.16 0.39 0.160 0.148 0.120 0.110 0.109 0.091 0.177 0.138 0.258 0.203
B-splines 9 4 0.176 0.159 0.136 0.118 0.117 0.128 0.148 0.181 0.212 0.240
Partitioning 9 4 0.195 0.203 0.150 0.154 0.104 0.487 0.159 0.356 0.192 0.235
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.210 0.217 0.133 0.140 0.104 0.103 0.214 0.214 0.164 0.166
B-splines 4 3 0.172 0.164 0.128 0.124 0.162 0.130 0.164 0.171 0.169 0.236
Partitioning 4 3 0.182 0.190 0.137 0.142 0.171 0.388 0.241 0.301 0.136 0.230
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.613 0.322 0.425 0.246 0.138 0.158 0.190 0.155 0.223 0.224
B-splines 9 9 0.676 0.347 0.506 0.275 0.137 0.255 0.155 0.193 0.296 0.276
Partitioning 9 9 0.619 0.349 0.464 0.269 0.134 0.194 0.185 0.252 0.234 0.280
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.27 0.580 0.506 0.471 0.403 0.345 0.344 0.571 0.325 0.690 0.945
B-splines 4 2 0.686 0.399 0.510 0.322 0.245 0.343 0.179 0.205 0.289 0.257
Partitioning 4 2 0.641 0.335 0.474 0.261 0.271 0.570 0.205 0.367 0.238 0.237
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.9 0.145 0.120 0.110 0.097 0.139 0.149 0.158 0.098 0.235 0.125
B-splines 4 1 0.107 0.166 0.082 0.130 0.163 0.162 0.146 0.146 0.168 0.235
Partitioning 4 1 0.118 0.147 0.092 0.118 0.211 0.156 0.149 0.126 0.136 0.182
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.29 0.099 0.087 0.079 0.066 0.161 0.067 0.088 0.096 0.088 0.096
B-splines 4 1 0.107 0.166 0.082 0.130 0.163 0.162 0.146 0.149 0.168 0.234
Partitioning 4 1 0.118 0.151 0.092 0.120 0.211 0.183 0.149 0.137 0.136 0.186
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.059 0.089 0.046 0.069 0.033 0.061 0.060 0.094 0.089 0.122
B-splines 1 1 0.064 0.127 0.049 0.094 0.033 0.072 0.058 0.129 0.109 0.226
Partitioning 1 1 0.055 0.100 0.043 0.076 0.033 0.060 0.057 0.107 0.077 0.171
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.4 0.31 0.419 0.423 0.362 0.364 0.042 0.065 0.086 0.103 0.646 0.651
B-splines 1 1 0.066 0.127 0.050 0.094 0.041 0.072 0.067 0.129 0.115 0.226
Partitioning 1 1 0.060 0.100 0.046 0.076 0.050 0.060 0.067 0.107 0.083 0.171
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.164 0.202 0.093 0.137 0.957 0.918 0.359 0.355 0.183 0.215
B-splines 9 9 0.185 0.230 0.118 0.161 0.959 0.930 0.364 0.371 0.209 0.254
Partitioning 9 9 0.211 0.323 0.148 0.243 0.935 0.856 0.367 0.387 0.179 0.269
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.149 0.162 0.068 0.087 0.978 0.979 0.361 0.363 0.084 0.097
B-splines 2 1 0.157 0.186 0.085 0.118 0.955 0.952 0.367 0.369 0.145 0.226
Partitioning 2 1 0.158 0.173 0.087 0.105 0.937 0.940 0.348 0.370 0.112 0.178
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.9 0.103 0.094 0.076 0.072 0.061 0.070 0.119 0.094 0.197 0.122
B-splines 4 1 0.096 0.127 0.073 0.095 0.117 0.074 0.146 0.129 0.167 0.226
Partitioning 4 1 0.112 0.102 0.087 0.078 0.171 0.072 0.149 0.109 0.135 0.176
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.074 0.097 0.055 0.073 0.043 0.063 0.083 0.096 0.083 0.097
B-splines 3 1 0.091 0.131 0.069 0.097 0.093 0.079 0.121 0.138 0.150 0.225
Partitioning 3 1 0.100 0.117 0.076 0.086 0.144 0.159 0.124 0.157 0.118 0.183

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.45: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=1000, 0% =1, X;, ~ 3(2,2), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.15 0.22 0.174 0.187 0.125 0.134 0.127 0.130 0.237 0.229 0.739 0.554
B-splines 9 4 0.199 0.176 0.158 0.128 0.223 0.159 0.240 0.235 0.355 0.633
Partitioning 9 4 0.187 0.206 0.146 0.154 0.133 0.428 0.208 0.452 0.281 0.498
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.26 0.227 0.221 0.183 0.180 0.043 0.098 0.124 0.144 0.136 0.145
B-splines 4 2 0.180 0.194 0.141 0.150 0.314 0.212 0.309 0.240 0.257 0.560
Partitioning 4 2 0.186 0.199 0.144 0.154 0.335 0.318 0.375 0.324 0.195 0.391
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.12 0.18 0.201 0.216 0.145 0.154 0.146 0.132 0.263 0.293 0.637 1.093
B-splines 16 4 0.218 0.166 0.166 0.118 0.261 0.102 0.329 0.230 0.507 0.634
Partitioning 16 4 0.254 0.212 0.197 0.158 0.356 0.468 0.422 0.468 0.441 0.509
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.22 0.513 0.516 0.420 0.422 0.606 0.613 0.510 0.514 0.392 0.400
B-splines 8 4 0.289 0.166 0.224 0.118 0.284 0.102 0.204 0.230 0.589 0.634
Partitioning 8 4 0.269 0.212 0.208 0.158 0.247 0.468 0.216 0.468 0.608 0.509
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.17 0.42 0.147 0.130 0.102 0.092 0.079 0.073 0.211 0.162 0.537 0.344
B-splines 9 4 0.160 0.158 0.119 0.111 0.090 0.103 0.213 0.229 0.365 0.633
Partitioning 9 4 0.184 0.202 0.141 0.150 0.100 0.419 0.215 0.460 0.258 0.508
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.146 0.155 0.098 0.104 0.089 0.083 0.207 0.197 0.164 0.164
B-splines 3 3 0.140 0.157 0.098 0.111 0.110 0.102 0.227 0.221 0.243 0.599
Partitioning 3 3 0.147 0.184 0.106 0.134 0.142 0.349 0.251 0.384 0.187 0.464
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.496 0.313 0.320 0.239 0.131 0.133 0.227 0.172 0.456 0.380
B-splines 9 9 0.564 0.359 0.369 0.284 0.075 0.235 0.384 0.275 0.557 1.112
Partitioning 9 9 0.557 0.358 0.379 0.273 0.110 0.198 0.403 0.342 0.457 0.671
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.27 0.512 0.450 0.390 0.342 0.273 0.263 0.359 0.271 0.927 1.024
B-splines 4 4 0.570 0.398 0.360 0.320 0.206 0.274 0.444 0.241 0.529 0.691
Partitioning 4 4 0.568 0.327 0.366 0.256 0.236 0.509 0.469 0.459 0.461 0.521
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.9 0.146 0.112 0.106 0.088 0.120 0.114 0.199 0.147 0.498 0.194
B-splines 4 1 0.107 0.157 0.082 0.117 0.160 0.122 0.153 0.223 0.253 0.528
Partitioning 4 1 0.119 0.137 0.093 0.105 0.206 0.119 0.166 0.197 0.183 0.313
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.29 0.100 0.087 0.082 0.062 0.145 0.060 0.123 0.135 0.123 0.135
B-splines 4 1 0.107 0.158 0.082 0.117 0.160 0.121 0.153 0.226 0.253 0.547
Partitioning 4 1 0.119 0.147 0.093 0.111 0.206 0.185 0.166 0.233 0.183 0.335
Model 2.6

Infeasible Estimation

Local Polynomial 0.9 0.9 0.058 0.086 0.045 0.064 0.033 0.052 0.071 0.122 0.101 0.179
B-splines 1 1 0.063 0.126 0.047 0.088 0.033 0.060 0.067 0.164 0.137 0.494
Partitioning 1 1 0.055 0.099 0.043 0.072 0.033 0.052 0.067 0.130 0.088 0.278
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.4 0.3 0.353 0.358 0.296 0.299 0.038 0.058 0.115 0.140 0.652 0.658
B-splines 1 1 0.070 0.126 0.051 0.088 0.050 0.060 0.087 0.164 0.172 0.496
Partitioning 1 1 0.068 0.099 0.050 0.073 0.071 0.060 0.092 0.130 0.112 0.279
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.177 0.205 0.097 0.131 0.950 0.910 0.363 0.355 0.294 0.371
B-splines 9 9 0.198 0.241 0.125 0.163 0.943 0.915 0.368 0.399 0.349 0.849
Partitioning 9 9 0.220 0.327 0.154 0.245 0.910 0.806 0.370 0.436 0.254 0.662
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.27 0.166 0.178 0.078 0.094 0.969 0.969 0.362 0.370 0.116 0.137
B-splines 3 2 0.174 0.204 0.099 0.127 0.928 0.930 0.362 0.386 0.232 0.551
Partitioning 3 2 0.177 0.199 0.105 0.125 0.898 0.877 0.332 0.388 0.171 0.367
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.9 0.096 0.089 0.067 0.067 0.048 0.058 0.134 0.123 0.309 0.179
B-splines 4 1 0.095 0.126 0.071 0.089 0.101 0.062 0.151 0.165 0.252 0.494
Partitioning 4 1 0.111 0.101 0.086 0.074 0.150 0.058 0.164 0.130 0.183 0.288
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.067 0.092 0.049 0.066 0.042 0.058 0.113 0.135 0.114 0.136
B-splines 3 2 0.091 0.136 0.067 0.095 0.088 0.074 0.132 0.184 0.233 0.546
Partitioning 3 2 0.101 0.135 0.076 0.093 0.131 0.207 0.140 0.232 0.166 0.359

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.46: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=1000, 0% =4, X;, ~ 3(0.5,0.5), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.27 0.267 0.345 0.205 0.266 0.240 0.305 0.271 0.327 0.339 0.370
B-splines 4 4 0.229 0.325 0.177 0.250 0.462 0.342 0.287 0.318 0.270 0.333
Partitioning 4 4 0.256 0.404 0.198 0.307 0.438 1.055 0.381 0.651 0.251 0.336
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.29 0.26 0.225 0.252 0.171 0.198 0.119 0.200 0.159 0.193 0.153 0.184
B-splines 3 2 0.233 0.299 0.180 0.230 0.426 0.303 0.273 0.264 0.269 0.326
Partitioning 3 2 0.255 0.310 0.196 0.231 0.411 0.598 0.353 0.402 0.247 0.307
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.15 0.21 0.343 0.412 0.266 0.319 0.314 0.361 0.349 0.440 0.361 0.516
B-splines 9 4 0.444 0.326 0.362 0.250 0.530 0.292 0.460 0.313 0.340 0.334
Partitioning 9 4 0.396 0.410 0.312 0.312 0.365 1.128 0.337 0.654 0.310 0.337
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.24 0.498 0.512 0.399 0.407 0.709 0.757 0.616 0.626 0.304 0.323
B-splines 4 4 0.383 0.327 0.306 0.251 0.304 0.294 0.280 0.312 0.327 0.334
Partitioning 4 4 0.419 0.411 0.337 0.313 0.899 1.126 0.384 0.652 0.375 0.338
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.43 0.279 0.271 0.213 0.208 0.219 0.176 0.286 0.223 0.352 0.300
B-splines 9 4 0.284 0.318 0.220 0.244 0.175 0.292 0.222 0.313 0.331 0.333
Partitioning 9 4 0.348 0.403 0.271 0.307 0.199 1.051 0.253 0.651 0.316 0.337
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.279 0.305 0.186 0.214 0.142 0.178 0.263 0.288 0.218 0.246
B-splines 4 3 0.250 0.304 0.192 0.232 0.296 0.256 0.276 0.280 0.267 0.328
Partitioning 4 3 0.274 0.343 0.212 0.255 0.352 0.771 0.358 0.490 0.240 0.330
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.686 0.422 0.501 0.332 0.175 0.259 0.351 0.295 0.325 0.382
B-splines 9 9 0.724 0.468 0.580 0.365 0.201 0.316 0.277 0.294 0.348 0.349
Partitioning 9 9 0.644 0.617 0.505 0.471 0.234 0.377 0.315 0.459 0.323 0.440
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.27 0.648 0.554 0.532 0.452 0.417 0.423 0.669 0.393 0.613 0.921
B-splines 4 2 0.803 0.562 0.621 0.443 0.629 0.424 0.281 0.311 0.298 0.343
Partitioning 4 2 0.793 0.559 0.611 0.437 0.699 0.920 0.336 0.553 0.272 0.325
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.9 0.243 0.199 0.187 0.158 0.243 0.207 0.246 0.168 0.325 0.215
B-splines 4 1 0.198 0.278 0.153 0.215 0.283 0.234 0.268 0.234 0.271 0.326
Partitioning 4 1 0.226 0.230 0.176 0.181 0.375 0.214 0.311 0.200 0.244 0.285
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.26 0.27 0.152 0.176 0.120 0.136 0.223 0.151 0.148 0.181 0.148 0.181
B-splines 4 2 0.198 0.291 0.153 0.223 0.283 0.254 0.268 0.258 0.271 0.326
Partitioning 4 2 0.226 0.290 0.176 0.216 0.375 0.555 0.311 0.368 0.244 0.301
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.119 0.181 0.092 0.141 0.066 0.132 0.113 0.168 0.165 0.215
B-splines 1 1 0.127 0.255 0.097 0.194 0.066 0.161 0.110 0.233 0.188 0.324
Partitioning 1 1 0.110 0.202 0.086 0.156 0.066 0.133 0.110 0.199 0.144 0.284
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.35 0.28 0.470 0.486 0.410 0.418 0.093 0.148 0.149 0.181 0.660 0.671
B-splines 2 1 0.163 0.260 0.122 0.197 0.182 0.171 0.213 0.237 0.234 0.324
Partitioning 2 1 0.175 0.223 0.127 0.167 0.262 0.290 0.241 0.241 0.198 0.289
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.227 0.341 0.160 0.259 0.967 0.944 0.394 0.431 0.301 0.376
B-splines 9 9 0.283 0.399 0.209 0.302 0.976 0.964 0.401 0.433 0.330 0.344
Partitioning 9 9 0.351 0.611 0.270 0.466 0.964 0.950 0.412 0.549 0.306 0.437
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.172 0.215 0.107 0.150 0.989 0.997 0.381 0.393 0.147 0.181
B-splines 3 2 0.214 0.299 0.147 0.220 0.981 0.969 0.409 0.426 0.250 0.326
Partitioning 3 2 0.229 0.295 0.159 0.208 0.972 1.035 0.415 0.479 0.220 0.300
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.37 0.9 0.183 0.183 0.138 0.144 0.109 0.139 0.189 0.169 0.288 0.215
B-splines 1 1 0.138 0.255 0.106 0.194 0.069 0.162 0.112 0.233 0.188 0.324
Partitioning 1 1 0.123 0.203 0.096 0.157 0.069 0.141 0.112 0.200 0.144 0.285
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.130 0.183 0.100 0.142 0.095 0.148 0.147 0.181 0.147 0.182
B-splines 3 2 0.183 0.278 0.139 0.210 0.229 0.211 0.245 0.263 0.256 0.326
Partitioning 3 2 0.206 0.285 0.156 0.205 0.321 0.579 0.280 0.386 0.229 0.304

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.47: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=1000, 0? =4, X;, ~ 3(1,1), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.26 0.275 0.342 0.207 0.258 0.217 0.265 0.307 0.339 0.460 0.450
B-splines 4 4 0.236 0.324 0.183 0.244 0.424 0.302 0.322 0.363 0.335 0.480
Partitioning 4 4 0.259 0.402 0.201 0.305 0.431 0.943 0.379 0.704 0.279 0.460
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.29 0.26 0.239 0.261 0.187 0.208 0.094 0.170 0.178 0.204 0.177 0.200
B-splines 4 2 0.240 0.304 0.187 0.232 0.403 0.274 0.308 0.311 0.329 0.463
Partitioning 4 2 0.259 0.318 0.201 0.238 0.414 0.574 0.365 0.481 0.277 0.394
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.15 0.21 0.337 0.402 0.256 0.303 0.272 0.299 0.376 0.431 0.510 0.620
B-splines 9 4 0.418 0.322 0.339 0.241 0.444 0.254 0.397 0.362 0.457 0.481
Partitioning 9 4 0.390 0.408 0.306 0.309 0.299 0.993 0.327 0.707 0.398 0.459
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.3 0.24 0.516 0.529 0.419 0.427 0.677 0.715 0.592 0.600 0.343 0.360
B-splines 4 4 0.365 0.323 0.286 0.242 0.246 0.255 0.305 0.362 0.447 0.482
Partitioning 4 4 0.413 0.408 0.330 0.309 0.791 0.992 0.408 0.705 0.496 0.460
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.2 0.44 0.268 0.255 0.198 0.191 0.172 0.153 0.305 0.238 0.464 0.350
B-splines 9 4 0.281 0.316 0.215 0.236 0.163 0.254 0.253 0.362 0.418 0.480
Partitioning 9 4 0.345 0.401 0.268 0.304 0.199 0.955 0.304 0.706 0.365 0.463
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.233 0.264 0.155 0.183 0.127 0.152 0.257 0.272 0.218 0.236
B-splines 4 3 0.235 0.300 0.176 0.224 0.246 0.219 0.301 0.321 0.329 0.470
Partitioning 4 3 0.257 0.336 0.197 0.246 0.316 0.684 0.353 0.548 0.266 0.427
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.635 0.420 0.448 0.327 0.166 0.225 0.266 0.302 0.390 0.436
B-splines 9 9 0.711 0.477 0.538 0.370 0.174 0.314 0.257 0.346 0.470 0.520
Partitioning 9 9 0.681 0.625 0.526 0.479 0.216 0.387 0.320 0.494 0.391 0.544
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.21 0.27 0.618 0.531 0.495 0.421 0.365 0.367 0.567 0.364 0.732 0.967
B-splines 4 2 0.745 0.536 0.540 0.418 0.490 0.386 0.343 0.363 0.388 0.492
Partitioning 4 2 0.745 0.529 0.547 0.407 0.573 0.857 0.385 0.626 0.350 0.451
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.24 0.9 0.244 0.195 0.184 0.153 0.216 0.184 0.271 0.189 0.419 0.245
B-splines 4 1 0.196 0.275 0.150 0.208 0.259 0.206 0.291 0.267 0.335 0.456
Partitioning 4 1 0.223 0.228 0.174 0.176 0.350 0.189 0.297 0.225 0.270 0.348
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.27 0.152 0.173 0.121 0.131 0.205 0.129 0.172 0.195 0.172 0.195
B-splines 4 2 0.196 0.288 0.150 0.216 0.259 0.215 0.291 0.301 0.335 0.462
Partitioning 4 2 0.223 0.287 0.174 0.211 0.350 0.475 0.297 0.419 0.270 0.377
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.118 0.178 0.091 0.137 0.066 0.121 0.120 0.187 0.179 0.243
B-splines 1 1 0.127 0.254 0.097 0.188 0.065 0.143 0.115 0.258 0.218 0.453
Partitioning 1 1 0.110 0.201 0.086 0.153 0.065 0.121 0.115 0.214 0.154 0.343
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.431 0.449 0.368 0.379 0.084 0.127 0.170 0.197 0.663 0.673
B-splines 2 1 0.164 0.261 0.122 0.193 0.169 0.155 0.225 0.271 0.292 0.451
Partitioning 2 1 0.175 0.230 0.128 0.168 0.244 0.303 0.226 0.313 0.224 0.356
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.232 0.337 0.159 0.249 0.963 0.931 0.404 0.437 0.366 0.431
B-splines 9 9 0.287 0.400 0.210 0.296 0.969 0.947 0.419 0.468 0.417 0.507
Partitioning 9 9 0.355 0.611 0.271 0.465 0.949 0.913 0.449 0.572 0.358 0.537
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.180 0.221 0.109 0.149 0.981 0.985 0.389 0.399 0.169 0.195
B-splines 3 2 0.222 0.305 0.153 0.220 0.955 0.959 0.437 0.461 0.312 0.462
Partitioning 3 2 0.236 0.306 0.167 0.214 0.937 0.996 0.414 0.541 0.250 0.376
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.38 0.9 0.177 0.180 0.130 0.139 0.095 0.126 0.194 0.187 0.336 0.243
B-splines 1 1 0.136 0.254 0.104 0.188 0.070 0.144 0.119 0.258 0.219 0.453
Partitioning 1 1 0.121 0.202 0.094 0.154 0.070 0.126 0.118 0.215 0.155 0.346
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.32 0.27 0.125 0.179 0.095 0.135 0.086 0.128 0.169 0.195 0.169 0.196
B-splines 3 2 0.182 0.277 0.137 0.204 0.206 0.178 0.267 0.304 0.315 0.465
Partitioning 3 2 0.204 0.285 0.155 0.203 0.298 0.530 0.276 0.448 0.252 0.383

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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Table C.48: Error Comparisons for Local Polynomials, B-Splines, and Partitioning Estimators
d=2,n=1000, 02 =4, X;, ~ 3(2,2), Quantile Cells

Tuning Root Integrated Ingetrated Point Estimation RMSE
Parameter MSE MAE (0.5,0.5) (0.1,0.5) (0.1,0.1)
Degree: Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic Linear Cubic
Model 2.1
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.19 0.26 0.285 0.334 0.204 0.238 0.186 0.217 0.397 0.397 0.996 0.883
B-splines 9 4 0.295 0.325 0.230 0.231 0.246 0.240 0.340 0.461 0.701 1.266
Partitioning 9 4 0.340 0.404 0.264 0.301 0.215 0.832 0.379 0.900 0.521 0.987
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.28 0.26 0.252 0.268 0.203 0.214 0.083 0.141 0.239 0.277 0.248 0.279
B-splines 4 3 0.245 0.316 0.190 0.230 0.354 0.247 0.394 0.420 0.507 1.161
Partitioning 4 3 0.265 0.356 0.207 0.262 0.415 0.645 0.460 0.693 0.370 0.856
Model 2.2
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.16 0.21 0.332 0.383 0.238 0.272 0.227 0.228 0.467 0.481 1.373 1.300
B-splines 9 4 0.364 0.320 0.282 0.225 0.321 0.204 0.321 0.458 0.842 1.267
Partitioning 9 4 0.382 0.407 0.297 0.303 0.237 0.854 0.363 0.911 0.742 0.989
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.23 0.524 0.537 0.428 0.438 0.610 0.624 0.557 0.570 0.435 0.460
B-splines 4 4 0.322 0.320 0.241 0.225 0.214 0.206 0.406 0.458 0.746 1.262
Partitioning 4 4 0.386 0.407 0.299 0.303 0.633 0.853 0.480 0.909 0.742 0.991
Model 2.3
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.22 0.48 0.245 0.226 0.169 0.162 0.124 0.123 0.348 0.290 0.842 0.584
B-splines 4 4 0.216 0.316 0.158 0.221 0.209 0.205 0.339 0.458 0.509 1.267
Partitioning 4 4 0.242 0.402 0.185 0.299 0.296 0.831 0.379 0.906 0.375 0.994
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.27 0.178 0.216 0.124 0.151 0.111 0.131 0.282 0.306 0.254 0.286
B-splines 3 3 0.211 0.302 0.153 0.211 0.197 0.188 0.336 0.419 0.487 1.194
Partitioning 3 3 0.233 0.355 0.175 0.254 0.279 0.687 0.362 0.727 0.357 0.894
Model 2.4
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.521 0.399 0.345 0.303 0.149 0.183 0.319 0.338 0.690 0.748
B-splines 9 9 0.605 0.487 0.412 0.368 0.126 0.280 0.452 0.481 0.823 1.852
Partitioning 9 9 0.625 0.631 0.454 0.479 0.202 0.395 0.514 0.677 0.638 1.330
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.27 0.545 0.477 0.412 0.363 0.292 0.284 0.351 0.355 1.036 1.057
B-splines 4 3 0.596 0.492 0.382 0.377 0.301 0.311 0.521 0.476 0.670 1.288
Partitioning 4 3 0.604 0.486 0.403 0.369 0.381 0.837 0.567 0.859 0.558 0.975
Model 2.5
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.23 0.9 0.243 0.186 0.175 0.141 0.183 0.145 0.329 0.256 0.789 0.363
B-splines 4 1 0.195 0.268 0.146 0.192 0.237 0.160 0.303 0.361 0.504 1.006
Partitioning 4 1 0.223 0.219 0.173 0.163 0.331 0.149 0.329 0.298 0.365 0.573
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.25 0.27 0.154 0.174 0.121 0.125 0.183 0.118 0.240 0.272 0.240 0.272
B-splines 4 2 0.195 0.295 0.146 0.208 0.237 0.181 0.303 0.411 0.504 1.141
Partitioning 4 2 0.223 0.325 0.173 0.231 0.331 0.576 0.329 0.632 0.365 0.822
Model 2.6
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.9 0.9 0.116 0.172 0.089 0.129 0.065 0.104 0.142 0.244 0.202 0.357
B-splines 1 1 0.126 0.251 0.094 0.177 0.065 0.119 0.134 0.327 0.274 0.988
Partitioning 1 1 0.110 0.198 0.086 0.145 0.065 0.103 0.134 0.259 0.175 0.557
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.34 0.28 0.367 0.388 0.305 0.319 0.077 0.117 0.230 0.273 0.687 0.703
B-splines 3 2 0.172 0.270 0.125 0.188 0.166 0.145 0.258 0.368 0.456 1.090
Partitioning 3 2 0.189 0.267 0.139 0.184 0.244 0.416 0.271 0.467 0.321 0.708
Model 2.7
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.33 0.33 0.238 0.323 0.156 0.226 0.952 0.916 0.424 0.455 0.588 0.743
B-splines 9 9 0.295 0.408 0.213 0.289 0.948 0.926 0.442 0.561 0.698 1.693
Partitioning 9 9 0.359 0.614 0.274 0.463 0.924 0.871 0.483 0.726 0.509 1.325
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.26 0.196 0.234 0.116 0.151 0.970 0.971 0.411 0.435 0.234 0.273
B-splines 3 3 0.235 0.328 0.160 0.227 0.929 0.929 0.436 0.521 0.491 1.158
Partitioning 3 3 0.252 0.358 0.180 0.252 0.903 0.963 0.413 0.720 0.355 0.846
Model 2.8
Infeasible Estimation
Local Polynomial 0.4 0.9 0.165 0.173 0.118 0.130 0.078 0.107 0.221 0.245 0.475 0.357
B-splines 1 1 0.132 0.252 0.099 0.177 0.072 0.120 0.138 0.328 0.276 0.988
Partitioning 1 1 0.117 0.199 0.091 0.145 0.072 0.107 0.139 0.259 0.177 0.562
Feasible Estimation
Local Polynomial 0.31 0.27 0.123 0.177 0.090 0.127 0.080 0.118 0.231 0.273 0.232 0.273
B-splines 3 3 0.183 0.291 0.134 0.202 0.186 0.169 0.282 0.401 0.487 1.155
Partitioning 3 3 0.207 0.333 0.157 0.233 0.277 0.615 0.299 0.668 0.349 0.846

Notes. Tuning parameters are local polynomial bandwidth and the number of cells for partitioning estimation and B-splines, as described in the text.
Feasible tuning parameters reported are the (rounded) mean of all estimated values. Integrated MSE and MAE are estimated by averaging over the
design points in each simulated data set.
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C.3 TRIVARIATE SIMULATIONS

C.3.1 UNIFORM CELL BOUNDARIES
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